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Einleitung. 


8. 1 

Miu iſt ein einfacher Begriff. Der Raum iſt un⸗ 
endlich, ſtetig und theilbar. 

Der Raum iſt unendlich, weil die Annahme, er ſei begränzt, im 
Widerſpruch mit ſich ſelbſt ſteht; es kann nämlich außerhalb einer irgend⸗ 
wo angenommenen Gränze des Raums nichts Anderes gedacht werden, 
als Raum oder Raum Vorausſetzendes. 

§. 2. 

Jeder Theil des Raums heißt ein geometriſcher 
Körper, ſchlechthin ein Körper. Die Gränzen der Körper 
heißen Flächen, die Gränzen der Flächen Linien, die Grän⸗ 
zen der Linien Punkte. 

Körper, Flächen, Linien und Punkte können indeß auch 
für ſich beſtehend gedacht werden. So kann man ſich z. B. 
eine Fläche vorſtellen, ohne zugleich einen Körper zu denken, 
den ſie begränzt. 

Körper ſind theilbar, und jeder Theil eines Körpers iſt 
ſelbſt ein Körper. Darin liegt, daß Körper ins Unendliche 
theilbar ſind. Daſſelbe gilt von Flächen und Linien. 

Und da jeder Theil eines Körpers ſelbſt ein Körper iſt, 
jeder Theil einer Fläche eine Fläche, jeder Theil einer Linie eine 
Linie, ſo dürfen Körper nur aus Körpern zuſammengeſetzt be— 
trachtet werden, Flächen aus Flächen, Linien aus Linien; und 
niemals können Körper hervorgehen durch Zuſammenſetzung von 
Flächen, oder Linien durch Zuſammenſetzung von Punkten. 

Geometriſche Körper, Flächen, Linien und Punkte ſind für ſich be— 
ſtehend in der Wirklichkeit nicht darſtellbar, ſondern nur Gegenſtände der 
Vorſtellung. In der Wirklichkeit haben wir phyſiſche Körper, und in 
ihren Begränzungen Flächen. Sehr ſchmale Flächen und ehr dünne 
Körper gelten in den Anwendungen als Linien, ſehr kleine Flächen und 
ſehr kleine Körper als Punkte. 

g. 3 


Eine Linie iſt entweder g er a d e oder krumm, eine Fläche 


eben oder krumm. Dies ſind einfache Begriffe. Eine ebene 
Fläche wird ſchlechthin eine Ebene genannt. 
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Jeder von den beiden Begriffen gerade und krumm ift in dem an⸗ 
deren begründet. Daher kann man keinen dieſer Begriffe einzeln haben 
oder erklären wollen. Wenn alles in der Welt gerade wäre, ſo würden 
wir nichts vom Krummen wiſſen, aber auch nichts vom Geraden; denn 
das Gerade würde alsdann ohne den dazu nöthigen Gegenſatz nicht als 
etwas Beſonderes bemerkt werden. Indem es Gerades giebt und Krum- 
mes, tritt Jedes als etwas Beſonderes hervor im Gegenſatz zum Anderen. 
Gleiche Bewandniß hat es z. B. mit den Begriffen dunkel und hell, naß 
und trocken, Ruhe und Bewegung, Stille und Geräuſch. 

Als Kennzeichen einer Ebene kann man angeben, daß 
die gerade Verbindungslinie jeder zwei Punkte derſelben ganz 
in ſie fällt; oder daß eine gerade Linie, welche zwei Punkte 
mit der Ebene gemeinſchaftlich hat, dieſelbe mit allen ihren 
Punkten berührt. 

Hierauf beruht das bekannte Verfahren, welches Techniker 
anwenden, um zu prüfen, ob eine Fläche eine Ebene ſei. Sie 
bringen nämlich die geradlinige Kante eines Lineals in ver⸗ 
ſchiedenen Richtungen gegen die Fläche, und ſehen zu, ob die 
Kante jedesmal die Fläche vollſtändig berührt. So lange dies 
nicht geſchieht, iſt die Fläche keine Ebene. 

4 


Körper, Flächen und Linien heißen Raumgrößen. 

Ein Punkt iſt keine Größe, weil er weder der Vermeh— 
rung noch der Verminderung fähig iſt. Deſſen ungeachtet 
pflegt man, der Kürze wegen, unter Raumgrößen im Allge⸗ 
meinen auch Punkte zu ee 


Die Wiſſenſchaft von den Raumgrößen heißt Geometrie. 
Die Geſetze, welche die Geometrie für geometriſche Körper 
aufſtellt, gelten ohne Weiteres für phyſiſche Körper. 

Obgleich die Geometrie ſich zuvörderſt mit Gegenſtänden beſchäf⸗ 
tigt, welche bloß der Vorſtellung angehören, ſo hat ſie doch das größte 
praktiſche Intereſſe, und iſt lediglich aus dem praktiſchen Bedürfniß her⸗ 
vorgegangen. Sie abſtrahirt von der Materie, weil ſie von Sachen han⸗ 
delt, welche von der Materie nicht abhängen. 

6 


Die Geometrie wird abgetheilt in niedere oder Ele— 
mentar⸗Geometrie und in höhere Geometrie. Die nie- 
dere Geometrie umfaßt die geraden Linien, die Ebenen, die 
Körper, welche durch Ebenen begränzt ſind, und eine krumme 
Linie (die Kreislinie), die von ihr abhängigen Flächen, und 
die Körper, welche dieſe Flächen zu Gränzen haben. Die 
höhere Geometrie umfaßt die übrigen krummen Linien, krum⸗ 
men Flächen und krummen Körper. 

Außerdem theilt man die Geometrie in ebene Geome⸗ 
trie und körperliche Geometrie. Die ebene Geometrie be⸗ 
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ſchäftigt ſich mit Raumgrößen, welche in einer Ebene gedacht 
werden können; die körperliche Geometrie mit ſolchen, welche 
nicht in einer Ebene gedacht werden oder ſich denken laſſen. 

Die nachfolgenden Kapitel enthalten die ebene Elemen⸗ 
tar⸗Geometrie. Alle gleichzeitig vorkommenden Linien und 
Punkte ſind daher in einer Ebene zu denken, wenn dies auch 
nicht ausdrücklich verlangt ſein ſollte. 

7 


Punkte deutet man auf dem Papier u. ſ. w. durch Tupf⸗ 
chen an, Linien durch Striche. Man bezeichnet Punkte durch 
Buchſtaben. Hier werden dazu die des großen lateiniſchen 
Alphabets gebraucht. 

Zur Bezeichnung der Gleichheit, der Summen u. ſ. w. 
von Raumgrößen bedient man ſich der in der Zahlenlehre 
üblichen Zeichen. 


Erſtes Kapitel. 


iin den ger den Linien. 


a §. 8. 

Eine gerade Linie kann begränzt gedacht werden, d. h. 
von einem Punkte bis zu einem andern reichend, oder man 
kann ſie denken einerſeits begränzt und ſich andererſeits ins 
Unendliche erſtreckend, oder ſie kann ohne alle Begränzung 
gedacht werden, und im letzten Fall ſagt man ſchlechthin, die 
Linie ſei unendlich. ; 

8 


Durch einen und denſelben Punkt ſind unendlich viele 
gerade Linien denkbar, jede in einer anderen Lage. 
1 


Alle geraden Linien, von denen jede durch dieſelben zwei 
Punkte geht, fallen in eine einzige zuſammen, ſo daß alle die— 
ſelbe Lage haben. 


. 
Die Lage einer geraden Linie beſtimmt ſich daher durch 
zwei Punkte, durch welche ſie geht. 
Und man bezeichnet eine gerade Linie dadurch, daß man 
zwei ihrer Punkte bezeichnet, wozu man gern ihre Endpunkte 
wählt, wenn ſie begränzt iſt. 


Gehen zwei Linien über einander weg, ſo ſagt man von 
ihnen, ſie ſchneiden ſich, und nennt den Punkt, welchen ſie 
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da, wo ſie über einander weggehen, gemeinſchaftlich haben, 
ihren Durchſchnittspunkt. Von zweien begränzten gera⸗ 
den Linien, welche in einer Ebene ſich befinden, und nicht 
über einander weggehen, doch über einander weggehen wür⸗ 
den, wenn man ſie verlängerte, ſagt man ebenfalls, daß ſie 
ſich ſchneiden. Solche Linien heißen auch convergirende 
oder divergirende Linien; und man ſagt, ſie convergiren 
auf der Seite, wo ſie zuſammengehen, und divergiren auf der, 
wo ſie aus einander laufen. Iſt in der Folge von ſich ſchnei⸗ 
denden geraden Linien im Allgemeinen die Rede, ſo ſind auch 
convergirende Linien zu verſtehen. 

Zwei gerade Linien, welche in einer Ebene ſich befinden, 
und ſo liegen, daß ſie ſich nicht ſchneiden, noch in einander 
fallen, ſelbſt wenn ſie unendlich gedacht werden, heißen 
Parallel⸗Linien. 

Stellt man ſich zwei unendliche gerade Linien in einer 
Ebene vor, ſo ſind überhaupt drei Fälle möglich, entweder 
die Linien fallen in einander oder ſie ſchneiden ſich oder ſie 
ſind parallel. 

Das Zeichen des Parallelſeins iſt: 

+ 


und um anzudeuten, daß zwei Linien AB und CD parallel 
ſind, ſchreibt man: 
AB+CD 


§. 13. Grundſatz. 
Schneiden ſich zwei gerade Linien, ſo giebt es keine dritte, 
welche parallel iſt mit einer jeden von ihnen. 
Ein Grundſatz iſt ein Satz, deſſen Wahrheit aus den Begriffen 
ohne weitere Vermittelung einleuchtet, oder kann oder muß zugegeben 


werden. 
§. 14. Lehrſatz. 

Schneidet eine gerade Linie die eine von zwei paralle⸗ 
len Linien, ſo ſchneidet ſie auch die andere. 

Beweis. Denn ſchnitte ſie die andere nicht, ſo wäre 
dieſe andere Linie parallel mit einer jeden von den beiden ſich 
ſchneidenden Linien. 

8. 15. Lehrſatz. 

Iſt eine gerade Linie parallel mit der einen von zwei 
parallelen Linien, ſo iſt ſie es auch mit der anderen. 

Beweis. Denn ſchnitte ſie die andere, ſo müßte ſie 
nach dem vorigen Paragraph auch die erſtere ſchneiden. 

§. 16. Lehrſatz. 

Sind zwei gerade Linien parallel. mit einer dritten ge⸗ 

raden Linie, ſo ſind ſie es unter ſich. 
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Beweis. Denn da die erſte von ihnen parallel iſt mit 
der dritten, und auch die zweite, ſo iſt die zweite parallel 
mit der einen von zwei parallelen Linien, nämlich mit der 
dritten, alſo auch mit der anderen, welches die erſte iſt. 

Ein Lehrſatz wird durch einen Beweis dargethan. Bei Lehrſätzen 
muß man die Vorausſetzungen von den Behauptungen unterſcheiden. Der 
Beweis iſt die Vermittelung, vermöge deren das Zutreffen der Behaup⸗ 
tung in Folge der Vorausſetzung, d. h. die Wahrheit des Satzes er- 
hellet. Ein Beweis heißt direct, wenn geradezu aus der Vorausſetzung 
die Behauptung abgeleitet wird; indirect, wenn man zeigt, es ſei un⸗ 
möglich, daß die Behauptung nicht in Erfüllung gehe. Zu einem in⸗ 
directen Beweis iſt erforderlich, daß man alle Fälle beachte, welche ein⸗ 
treten können, und darlege, alle die führen auf Widerſprüche, welche nicht 
mit der Behauptung zuſammenfallen. 

Sämmtliche Vorausſetzungen eines Lehrſatzes müſſen zum Beweiſe 
ſich als nothwendig ergeben, ſonſt läge Ueberflüſſiges in der Voraus! 
ſetzung, was zu vermeiden iſt. 

17 


§. 17. 

Zwei gerade Linien AB und AC (Fig. 1), welche von 
demſelben Punkt A ausgehen, heißen, wenn bloß die Lage der 
Linien zu einander beachtet wird, ein Winkel. 

Jede der Linien, welche einen Winkel bilden, heißt ein 
Schenkel dieſes Winkels, und der Punkt, von dem beide aus⸗ 
gehen, die Spitze oder der Scheitelpunkt. 

Die über B und C hinaus unendlich gedachten Schenkel 
theilen die Ebene, in welcher der Winkel ſich befindet, in zwei 
Theile; jeder dieſer Theile heißt eine Winkelebene. Die 
Schenkel werden jedesmal entweder als die Begränzungen der 
einen, oder als die Begränzungen der anderen Winkelebene 
angeſehen, und inſofern auf doppelte Weiſe als Winkel be⸗ 
trachtet. 

ng wird ein Winkel erklärt als die Neigung oder die Abweichung 
zweier ſich ſchneidenden Linien. Dieſe Erklärung zielt weniger auf den 
Winkel als auf das Maaß deſſelben, wovon erſt ſpäter, zu Anfange des 
dreizehnten Kapitels, die Rede iſt. 


8. 18. 
Winkel, welche ſich decken können, nennt man gleich. 
19. 


Liegen zwei Winkel ſo neben einander, daß die Scheitel⸗ 
punkte ſich decken und ein Schenkel des einen in einem Schen⸗ 
kel des anderen liegt, fo heißt der Winkel, welchen die ande⸗ 
ren Schenkel bilden, die Summe jener beiden Winkel. Dabei 
iſt der Winkel gemeint, in deſſen Winkelebene ſich die in ein⸗ 
ander liegenden Schenkel befinden. 

Ein Winkel heißt größer als ein anderer, wenn es einen 
dritten Winkel giebt, ſo, daß die Summe des anderen und 
des dritten Winkels der erſte Winkel iſt. 
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Die Begriffe: Differenz zweier Winkel, das nfache eines 
Winkels, der nte Theil eines Winkels ergeben ſich nun von felbft. 


§. 20. 
Ein Winkel, deſſen Schenkel eine gerade Linie bilden, heißt 
ein geſtreckter Winkel. 
Jeder Winkel, welcher größer iſt als ein geſtreckter Win⸗ 
kel, heißt ein erhabener, jeder, welcher kleiner iſt, ein hoh— 


ler Winkel. 
§. 21. Lehrſatz. 
Alle geſtreckten Winkel ſind einander gleich. 
Beweis. Denn gerade Linien decken ſich. 


8.22. N 

Man bezeichnet einen Winkel durch drei Buchſtaben, von 
welchen einer an die Spitze, und an einen anderen Punkt 
eines jeden Schenkels einer geſetzt wird. Dieſe drei Buch⸗ 
ſtaben ſpricht und ſchreibt man jedesmal ſo, daß der an der 
Spitze ſtehende in die Mitte kommt. Beim Schreiben ſetzt 
man ihnen noch das Winkelzeichen: 

ER 


vor, wenn ſie auch etwas Anderes als einen Winkel bezeich— 
nen könnten. 

Bilden zwei Linien AB und 40, Fig. 1, keinen geſtreck⸗ 
ten Winkel, jo bezeichnet ZBAC ſowohl den hohlen, als den 
erhabenen Winkel, welcher von den Linien gebildet wird. Um 
dieſe Zweideutigkeit zu vermeiden, iſt man übereingekommen, 
jedesmal den hohlen Winkel zu verſtehen, und es ausdrück⸗ 
lich zu ſagen, wenn der erhabene gemeint iſt. 

Einfacher bezeichnet man einen Winkel dadurch, daß man 
einen Buchſtab des kleinen griechiſchen Alphabets in ſeine 
Winkelebene nahe der Spitze ſetzt. Bei dieſer Bezeichnung 
findet keine Zweideutigkeit Statt. 

§. 23. Lehrſatz. 

Geben zwei Winkel a und A, jeder zu einem dritten 
addirt, gleiche Summen, fo find die Winkel « und A ein- 
ander gleich. 

Beweis. Es ſei Fig. 2 der Winkel BAD gleich dem 
Winkel FEH. Legt man dieſe gleichen Winkel auf einander, 
jo werden, weil der Winkel BAC einerlei mit dem Winkel FEG 
iſt, auch die Schenkel AC und EG ſich decken. Dann decken 
ſich aber die Winkel & und F. 


§. 24. Zuſatz. 
Und iſt ein Winkel & y gleich einem Winkel o, 
dabei der Winkel > gleich dem Winkel d, fo iſt auch der 
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Winkel a dem Winkel A gleich; iſt aber 7 größer als , fo 
iſt c kleiner als 5; u. dgl. m. 


* 

Zwei Winkel, welche einen Schenkel gemeinſchaftlich ha⸗ 
ben, und deren nicht gemeinſchaftliche Schenkel eine gerade 
Linie bilden, heißen Nebenwinkel. 

Sind Nebenwinkel gleich, ſo heißt jeder von ihnen ein 
rechter Winkel, ſind ſie ungleich, ſo heißt der größere ein 
ſtumpfer, der kleinere ein ſpitzer Winkel. N 

Jeder Schenkel eines rechten Winkels heißt in Beziehung 
auf den anderen Schenkel eine Normale. 
Man ſagt, eine Linie ſtehe normal auf einer anderen 
Linie, wenn ſie rechte Winkel mit ihr bildet. Bildet eine 
Linie keine rechten Winkel mit einer anderen Linie, die ſie 
ſchneidet, ſo ſagt man, ſie ſtehe ſchief auf ihr. 

Wird durch einen Punkt A, welcher in einer geraden 
Linie CD ſich befindet, eine Linie AB gedacht, welche normal 
ſteht auf der Linie CD, ſo ſagt man: es werde auf der Linie 
CD in dem Punkt A eine Normale errichtet. Wird durch 
einen Punkt A, welcher nicht in einer geraden Linie CD, 
noch in deren Verlängerung ſich befindet, eine Linie AB ge⸗ 
dacht, welche normal ſteht auf der Linie CD, oder auf deren 
Verlängerung, ſo ſagt man, es werde von dem Punkt A eine 
Normale auf die Linie CD gefällt. 

Ein rechter Winkel wird durch 

R 


bezeichnet. 
§. 26. Lehrſatz. 

Alle rechten Winkel ſind einander gleich. 

Beweis. Denn ſie ſind die Hälften von geſtreckten 
Winkeln, und dieſe ſind gleich. 

§. 27. 

Ein ſtumpfer Winkel iſt größer als ein rechter Winkel, 
ein ſpitzer kleiner, denn der ſtumpfe iſt der Erklärung gemäß 
größer als die Hälfte des geſtreckten Winkels, und der ſpitze 
kleiner. 

§. 28. 

Zwei Winkel, welche den Scheitelpunkt gemeinſchaftlich 
haben, und ſo liegen, daß die Schenkel des einen als die 
Verlängerungen der Schenkel des anderen erſcheinen, heißen 
Scheitelwinkel oder Vertikalwinkel. 
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8. 29. Lehrfatz. 
Scheitelwinkel ſind einander gleich. 
Beweis. Denn jeder der Scheitelwinkel @ und 5 Fig. 3 
ergänzt den Winkel 7 zu einem geſtreckten Winkel, und daraus 
folgt nach §. 23 ihre Gleichheit. 


§. 30. 

Sind zwei in einer Ebene liegende Linien AB und CD, 
Fig. 4, von einer dritten EF durchſchnitten, fo bilden fie mit 
dieſer acht hohle Winkel a, A, 7, d, é, ꝙ, A, u. Die Win⸗ 
kel c, 5, A, % wollen wir außerhalb liegende Winkel 
nennen, die übrigen 7, ö, e, p innerhalb liegende. 

Ein außerhalb liegender Winkel und ein innerhalb lie⸗ 
gender, deren Winkelebenen auf derſelben Seite der durch⸗ 
ſchneidenden Linie ſich befinden, und welche nicht Nebenwinkel 
find, heißen Gegenwinkel. Solche find er und s, A und ꝙ, 
y und 4, o und u. 

Zwei außerhalb liegende Winkel, deren Winkelebenen nicht 
auf derſelben Seite der durchſchneidenden Linie liegen, und die 
nicht Nebenwinkel ſind, heißen äußere Wechſel winkel. 
Solche find « und , 6 und A. 

Zwei innerhalb liegende Winkel, deren Winkelebenen nicht 
auf einer Seite der durchſchneidenden Linie ſich befinden, und 
die nicht Nebenwinkel ſind, heißen innere Wechſelwinkel. 
Solche find y und p, d und s. 

Zwei außerhalb liegende Winkel, welche auf derſelben Seite 
der durchſchneidenden Linie liegen, heißen äußere Winkel. 
Solche find a und A, A und u. 

Zwei innerhalb liegende Winkel, welche auf derſelben 
Seite der durchſchneidenden Linie liegen, heißen innere Win⸗ 
kel. Solche find y und e, d und ꝙ. 


§. 31. Lehrſätze. 

1) Sind die Winkel eines Paars der Gegenwinkel ein⸗ 
ander gleich, ſo ſind die eines jeden Paars einander gleich. 

Beweis. Es ſei Fig. 4 etwa & gleich s. Dann iſt, 
weil & 8 gleich +9 iſt, nach §. 24, 6 gleich ꝙ; und weil 
@+y gleich 6 ＋ A iſt, „ gleich A; endlich, da o gleich e, und 
w gleich e ift, auch o gleich k. 

2) Sind die Winkel eines Paars der äußeren oder der 
inneren Wechſelwinkel einander gleich, ſo ſind die eines jeden 
Paars der äußeren und der inneren Wechſelwinkel einander 
leich. 

Beweis. Es ſei Fig. 4 etwa 7 gleich . Dann iſt, 
da „Do gleich e+g@ iſt, auch o gleich e; und, da „ 
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gleich + iſt, auch à gleich „; endlich, da A gleich > iſt, 
und A gleich ꝙ, auch 5 gleich A. 

3) Iſt die Summe eines Paars der äußeren oder der 
inneren Winkel gleich einem geſtreckten Winkel, ſo iſt die 
Summe eines jeden Paars der äußeren und der inneren Win⸗ 
kel gleich einem geſtreckten Winkel. 

Beweis. Es ſei Fig. 4 etwa @-+4 gleich einem ge- 
ſtreckten Winkel. Dann iſt, da & TA gleich zweien 
geſtreckten Winkeln iſt, 8 ＋ u gleich einem geſtreckten Winkel; 
da ferner @-+y+s+4 zwei geſtreckte Winkel beträgt, y+e 
gleich einem; endlich macht, da à gleich a, und ꝙ gleich A 
iſt, auch d+@ einen geſtreckten Winkel aus. 


§. 32. Lehrſätze. 

1) Sind die Gegenwinkel gleich, ſo ſind auch die äußeren 
und die inneren Wechſelwinkel gleich, und die Summe der 
äußeren Winkel ſowohl, als die der inneren, iſt gleich einem 
geſtreckten Winkel. 

Beweis. Es ſei Fig. 4 etwa à gleich e. Dann iſt, 
weil s gleich „ iſt, auch & gleich ; und da e einen ge⸗ 
ſtreckten Winkel ausmacht, auch @-+A gleich einem geſtreckten 
Winkel. Aus F. 31. 2) folgt nun, daß die Winkel eines je- 
den Paars der äußeren und der inneren Wechſelwinkel ein⸗ 
ander gleich ſind, und aus §. 31. 3), daß die Summe eines 
jeden Paars der äußeren und der inneren Winkel gleich iſt 
einem geſtreckten Winkel. 

2) Sind die Wechſelwinkel gleich, fo find auch die Ge⸗ 
genwinkel gleich, und die Summe eines jeden Paars der 
äußeren und der inneren Winkel iſt gleich einem geſtreckten 
Winkel. f 
Beweis. Es ſei Fig. 4. etwa & gleich 4. Dann iſt, 
weil „ gleich s iſt, auch & gleich s; und es folgt aus 1), 
daß die Summe eines jeden Paars der äußeren und der in- 
neren Winkel gleich iſt einem geſtreckten Winkel. 

3) Iſt die Summe der äußeren oder der inneren Win⸗ 
kel gleich einem geſtreckten Winkel, ſo ſind die Gegenwinkel 
gleich und auch die Wechſelwinkel. 

Beweis. Es ſei Fig. 4 etwa «+4 gleich einem ge⸗ 
ſtreckten Winkel. Dann iſt, da auch e-+4 gleich einem ge⸗ 
ſtreckten Winkel iſt, der Winkel & gleich dem Winkel e, und 
die Gleichheit der Wechſelwinkel folgt nach 1). 


2 §. 33. Lehrſatz. 
Sind die Gegenwinkel gleich, ſo ſind die durchſchnittenen 
Linien parallel. 
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Beweis. Es fer Fig. 4 etwa à gleich e; dann iſt zw 
gleich a, und oͤ gleich e. Man denke den rechts von der 
Linie EF liegenden Theil der Figur abgeſondert, in die Lage 
Fig. 5 gebracht, und dann ſo auf den links von der Linie 
EF befindlichen Theil gelegt, daß ON in NO kommt. Dabei 
fällt, weil „ gleich a iſt, die Linie ND in OA, und weil Ö 
gleich s iſt, die Linie OB in NC. Wollte man nun anneh⸗ 
men, die Linien AB und CD ſchnitten ſich auf der einen Seite 
der ſie durchſchneidenden Linie EF, ſo müßten ſie ſich auch 
auf der andern Seite ſchneiden, welches dem Begriff der ge- 
raden Linie zuwider iſt. Die durchſchnittenen Linien ſind daher 
parallel. 

Auf dieſen Satz iſt das bekannte Verfahren gegründet, auf 
dem Reißbrett vermittelſt der Reißſchiene parallele Linien zu 
zeichnen; auch das Zeichnen paralleler Linien vermittelſt eines 
verſchiebbaren Dreiecks. 


§. 34. Lehrſatz. 

Sind die Wechſelwinkel gleich, oder iſt die Summe der 
äußeren oder der inneren Winkel gleich einem geſtreckten Win⸗ 
kel, ſo ſind die durchſchnittenen Linien parallel. 

Beweis. Denn alsdann ſind die Gegenwinkel gleich. 


§. 35. Lehrſatz. 

Bei parallelen Linien ſind die Gegenwinkel gleich. 

Beweis. Es feien Fig. 6 die Linien AB und CD paral⸗ 
lel. Wollte man annehmen, die Winkel & und 5 wären nicht 
gleich, jo würde durch den Punkt N eine Linie GH ſich denken 
laſſen, fo, daß der Winkel ENH gleich wäre dem Winkel 8, 
und dieſe Linie GH würde, wegen der Ungleichheit der Win⸗ 
kel « und ENH (= 5), nicht mit der Linie AB zuſammen⸗ 
fallen können. Nach §. 33. wäre aber GH parallel mit CD, 
jo daß CD parallel fein müßte mit jeder der beiden ſich ſchnei⸗ 
denden Linien AB und GH, welches nicht möglich iſt. Des⸗ 
halb können die Gegenwinkel nicht ungleich ſein. 

Unterſcheiden ſich zwei Sätze nur inſofern, als die Vorausſetzung 
im einen die Behauptung des anderen iſt, und die Behauptung des 
einen die Vorausſetzung im anderen, ſo heißt jeder dieſer Sätze der 
umgekehrte des anderen; z. B. 8. 33 und §. 35. Von ſolchen Sätzen 
muß jeder bewieſen werden, denn es kommt vor, daß der eine gilt, der 
umgekehrte nicht, oder nur mit Einſchränkung. Der allgemeine Zuſam⸗ 
menhang liegt in Folgendem: wenn unter Bedingungen A andere Be- 
dingungen B eintreten, fo iſt es möglich, daß unter anderen Bedingun— 
gen A’ dieſelben Bedingungen B eintreten; und dann darf offenbar unter 
den Bedingungen B nicht gerade auf A zurückgeſchloſſen werden. Finden 
ausſchließlich nur unter den Bedingungen A die B Statt, ſo iſt umge⸗ 
kehrt von B auf A zu ſchließen; oder läßt ſich aus A auf B ſchließen, 
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zugleich umgekehrt aus B auf A, fo gehören A und B ausſchließlich zu⸗ 
ſammen, finden ſtets gleichzeitig Statt. 
ö §. 36. 

Bei parallelen Linien ſind daher auch die Wechſelwinkel 
gleich, und die Summe der äußeren und die der inneren 
Winkel iſt gleich einem geſtreckten Winkel. 

§. 37. Lehrſatz. 

Stehen zwei Linien normal auf einer dritten Linie, ſo 
ſind ſie parallel. 

Beweis. Denn ihre Gegenwinkel ſind gleich. 

§. 38. Lehrſatz. 

Sind zwei Linien parallel, und iſt die eine normal auf 

einer dritten Linie, ſo iſt es auch die andere. 


Beweis. Denn bei parallelen Linien ſind die Gegen⸗ 


winkel gleich. 
§. 39. Lehrſatz. 

Alle Normalen, welche von demſelben Punkt auf eine 
Linie hin gefällt werden, fallen in einander. 

Beweis. Denn fielen zwei nicht in einander, ſo müß⸗ 
ten ſie parallel fein nach §. 37, welches ſich widerſpricht. 

§. 40. Lehrſatz. 

Alle Normalen, welche man in demſelben Punkt auf 
einer geraden Linie errichtet, fallen in einander. 

Beweis. Denn rechte Winkel decken ſich. 

f §. 41. Lehrſatz. 

Wird auf jedem Schenkel eines nicht geſtreckten Winkels 
in einem beliebigen Punkt eine Normale errichtet, jo ſchnei⸗ 
den ſich die Normalen. 

Beweis. Wollte man annehmen, die Normalen wä⸗ 
ren parallel, ſo würde der eine Schenkel des nicht geſtreckten 
Winkels (beliebig welcher), da er die auf ihm ſtehende Nor⸗ 
male ſchneidet, auch die mit dieſer parallele Normale des 
anderen Schenkels ſchneiden müſſen, und zwar unter einem 
rechten Winkel, weil bei parallelen Linien die Gegenwinkel 
gleich ſind. Dann wären aber beide Schenkel des nicht ge⸗ 
ſtreckten Winkels auf der Normale des anderen Schenkels 
normal, und müßten nach F. 39 in einander fallen, welches 
gegen die Vorausſetzung iſt. 

S8. 42. Lehrſatz. 

Schneiden ſich zwei Linien ohne auf einander normal 
zu ſtehen, und wird in ihrem Durchſchnittspunkt eine Nor⸗ 
male auf der einen errichtet, ſo fällt ſie in die Winkelebene 
des ſtumpfen Winkels. 
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Beweis. Denn fiele ſie in die Winkelebene des ſpitzen 
Winkels, fo müßte der ſpitze Winkel größer als ein rechter 
ſein, und fiele ſie in die andere Linie, ſo könnte ſie nicht 
normal ſtehen auf der erſteren. 


§. 43. Lehrſatz. 

Alle Linien, welche durch denſelben Punkt gehen, parallel 
mit einer geraden Linie, fallen in einander. 

Beweis. Denn ſchnitten ſie ſich, ſo müßte dieſe Linie 
parallel ſein mit mehreren ſich ſchneidenden Linien, welches 
nicht möglich iſt. 

§. 44. Lehrſatz. 

Sind die Schenkel eines Winkels einzeln parallel mit 
den Schenkeln eines zweiten Winkels, ſo ſind die Winkel ent⸗ 
weder einander gleich, oder ihre Summe macht einen ge⸗ 
ſtreckten Winkel aus. 

Beweis. Es ſei, Fig. 7, der Schenkel AB parallel mit 
dem Schenkel DE, der Schenkel BC parallel mit dem Schen⸗ 
kel EF; dann iſt jeder der Winkel e und A, als Gegenwinkel, 
dem Winkel 7 gleich, folglich a gleich ß. Sind aber, Fig. 8, 
die Schenkel AB und DE parallel, auch die Schenkel BC 
und EF, fo ſind die Winkel A und 7 gleich, als Gegenwinkel, 
und die Winkel & und y machen, als innere Winkel, zuſam⸗ 
mengenommen einen geſtreckten Winkel aus; deshalb beträgt 
die Summe der Winkel « und F einen geſtreckten Winkel. 

Man wird nun überblicken, daß die Winkel gleich ſind, 
wenn beide Schenkel des einen Winkels gleiche Richtung ha⸗ 
ben mit denen des anderen, oder beide die entgegengeſetzte Rich⸗ 
tung von denen des anderen; und daß die Winkel ſich zu einem 
geſtreckten Winkel ergänzen, wenn ihre einen Schenkel gleich, 
und ihre anderen entgegengeſetzt gerichtet ſind. 


§. 45. Lehrſatz. 

Stehen Fig. 9 zwei ſich ſchneidende Linien EF und GH 
beziehlich normal auf zweien anderen ſich ſchneidenden Linien 
AB und CD, fo find die Winkel, welche die einen bilden, gleich 
denen, welche die anderen bilden. 

Beweis. Durch den Durchſchnittspunkt N der einen 
von den ſich ſchneidenden Linien lege man KL parallel EF und 
SV parallel GH. Jeder von den Winkeln DNB und SNK wird 
durch den Winkel KND zu einem rechten ergänzt. Deshalb 
iſt DNB gleich SNK. Nach dem vorigen Paragraph iſt SNK 
gleich 60 E. Alſo iſt DNB gleich 60E, und daraus erhellet 
das Geſetz. 
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Stehen daher die Schenkel eines Winkels normal auf 
den Schenkeln eines anderen Winkels, ſo ſind entweder die 
Winkel gleich, oder ſie ergänzen ſich zu einem geſtreckten Winkel. 

§. 46. Lehrſätze. 

1) Die Halbirungslinien zweier Nebenwinkel ſtehen auf 
einander normal. 

Beweis. Denn iſt Fig. 10 == 2R, fo iſt .= R. 

2) Halbirt EF Fig. 10 den Winkel und ſteht GH im 
Scheitelpunkt N normal auf EF, fo halbirt GH den Winkel £. 

Beweis. Nach 1) ſteht die Halbirungslinie von A in 
N normal auf EF. Deshalb fällt GH mit ihr zuſammen. 

§. 47. 
Uebungen und Praktiſches. 

1) Wann ſagt man, daß zwei gerade Linien ſich ſchneiden, 
daß ſie convergiren, divergiren, parallel ſind? Wie wird 
bezeichnet, daß zwei Linien AB und CD parallel find? 

2) Was iſt ein Winkel? Was ſind die Schenkel, die Spitze, 
die Winkelebene eines Winkels? Wann heißen Winkel gleich? 
Was iſt die Summe, die Differenz zweier Winkel? Wann 
heißt ein Winkel geſtreckt, erhaben, hohl? Was ſind Ne⸗ 
benwinkel? Was iſt ein rechter, ein ſtumpfer, ein ſpitzer 
Winkel? Wie wird ein Winkel bezeichnet? 

3) Was iſt eine Normale? Was heißt es, eine Normale er⸗ 
richten, eine Normale fällen? Wann ſagt man, eine Linie 
ſtehe auf einer andern ſchief? 

4) Was ſind Scheitelwinkel, und welches Geſetz gilt für ſie? 

5) Was ſind außerhalb liegende Winkel, innerhalb liegende, 
Gegenwinkel, äußere und innere Wechſelwinkel, äußere und 
innere Winkel? In welcher Abhängigkeit ſtehen dieſe Win⸗ 
kel von einander? Wie müſſen dieſe Winkel beſchaffen 
ſein, damit die durchſchnittenen Linien parallel ſeien; und 
umgekehrt, wie ſind bei parallelen Linien jene Winkel be⸗ 


ſchaffen? 


Zweites Kapitel. 


Von den Dreiecken. 


. 48. 
Eine von n geraden Linien begränzte Ebene heißt ein 
neck, jede der begränzenden Linien heißt eine Seite, jeder 
Punkt, in welchem zwei Seiten zuſammenſtoßen, eine Ecke, 
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und die Summe der Seiten der Umfang des necks. Eine 
85 Er als vier Linien begränzte Ebene heißt auch ein 
ieleck. a 

Die Anzahl der Ecken eines necks iſt der Anzahl der 
Seiten gleich. 

Der hohle Winkel, welcher ſich bildet, wenn man eine 
Seite eines Dreiecks verlängert, wird ein äußerer Winkel 
des Dreiecks genannt. Jeder von den beiden Winkeln des 
Dreiecks, welche nicht Nebenwinkel zu dem äußeren Winkel 
ſind, heißt ein gegenüberliegender Winkel dieſes äußeren 


Winkels. 
Fi. 49. Lehrſatz. 

Jeder äußere Winkel eines Dreiecks iſt gleich der Summe 
ſeiner beiden gegenüberliegenden Winkel. 

Beweis. Es werde, Fig. 11, die Linie CD parallel 
mit AB gedacht. Der Winkel DCE iſt alsdann gleich dem 
Winkel 5, denn dieſe Winkel find Gegenwinkel zu den paral⸗ 
lelen Linien AB und CD, ſobald man AC als durchſchnei⸗ 
dende Linie betrachtet; und der Winkel BED ift dem Winkel 
7 gleich, denn dieſe Winkel find innere Wechſelwinkel zu den 
parallelen Linien AB und CD, wenn man BC als durchſchnei⸗ 
dende Linie anſieht. Daher iſt & gleich GB. 

§. 50. 

Und weil der äußere Winkel eines Dreiecks gleich iſt 
der Summe feiner gegenüberſtehenden Winkel, jo iſt er grö⸗ 
ßer als jeder einzelne derſelben. 


§. 51. Lehrſatz. 

Die Summe der drei Winkel eines jeden Dreiecks iſt 
gleich einem geſtreckten Winkel. | 

Beweis. Da ein äußerer Winkel gleich der Summe 
ſeiner beiden gegenüberſtehenden iſt, ſo wird die Summe aller 
Winkel eines Dreiecks erhalten in der Summe eines äußeren 
Winkels und ſeines Nebenwinkels, und dieſe iſt ein geſtreckter 
Winkel. \ 

§. 52. 

Die Summe zweier Winkel eines Dreiecks iſt daher klei⸗ 
ner als ein geſtreckter Winkel. Daraus folgt weiter, daß ein 
Dreieck nie mehr als einen rechten oder ſtumpfen Winkel ha⸗ 
ben kann, alſo immer zwei ſpitze Winkel enthält. d 

Hat ein Dreieck einen rechten Winkel, ſo heißt es ein 
rechtwinkliges Dreieck, hat es einen ſtumpfen Winkel, ſo 
heißt es ſtumpfwinklig, hat es lauter ſpitze Winkel, ſo heißt 
es ein ſpitzwinkliges Dreieck. 
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Die Seite eines rechtwinkligen Dreiecks, welche dem rech⸗ 
ten Winkel gegenüberſteht, heißt die Hypotenuſe, jede der 
beiden anderen Seiten eine Kathete. 

a b $. 53. ; 

1) Sind zwei Linien von einer dritten durchſchnitten, 
und iſt die Summe eines Paars der inneren Winkel kleiner 
als zwei rechte Winkel, ſo ſchneiden ſich die durchſchnittenen 
Linien, und zwar auf der Seite der durchſchneidenden Linie, 
auf welcher jenes Paar der inneren Winkel liegt. 

Beweis. Es ſei, Fig. 4, 0 ＋ ( 2R. Wollte man 
annehmen, die Linien AB und CD wären parallel, fo hätte 
man nach §. 36. ö+p=2R, welches gegen die Voraus⸗ 
ſetzung iſt; daher ſchneiden ſich die Linien. Wollte man an⸗ 
nehmen, es ſchnitten ſich die Theile OA und NC, fo hätte man 
nach dem vorigen Paragraph „+E<2R. Aus „oe 
=4R, und o E = 2R, folgt aber e 2R. Daher 
ſchneiden ſich die Theile OB und ND. 

2) Sind zwei Linien von einer dritten durchſchnitten, und 
iſt bei einem Paar der Gegenwinkel der außerhalb liegende 
größer als der innerhalb liegende, ſo ſchneiden ſich die durch— 
ſchnittenen Linien. l 

Beweis. Es ſei, Fig. 4, B>g. Es iſt org = 2R 
und da 6 = ꝙ, fo folgt 0 E (2, und es erhellet der Satz 
aus 1). U. m. dgl. 

§. 54. 

Steht eine Linie ſchief auf einer anderen, und wird von 
irgend einem Punkt der ſchief ſtehenden Linie eine Normale 
auf die andere Linie gedacht, ſo fällt dieſe Normale in die 
Winkelebene des ſpitzen Winkels. 

Beweis. Denn wollte man annehmen, ſie fiele in die 
Winkelebene des ſtumpfen Winkels, ſo würde auf der Seite, 
wo die ſchiefſtehende Linie und die Normale ſich ſchneiden, 
ein Dreieck entſtehen, welches einen ſtumpfen und einen rechten 
Winkel enthielte. Das ſtreitet aber gegen §. 52. Und wollte 
man annehmen, die Normale fiele in die ſchiefſtehende Linie, 
ſo könnte ſie nicht normal ſtehen auf der anderen. 

§. 55. 

Raumgrößen, welche ſich nicht von einander unterſcheiden, 
nennt man congruent. 

Congruente necke können immer dergeſtalt auf einander 
gelegt werden, daß ſie ſich decken, und umgekehrt, necke, welche 
ſich ſo auf einander legen laſſen, daß ſie ſich decken, ſind con⸗ 
gruent. 

Wolf's Geometrie. 1. Th. 7te Aufl. 2 
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Sind zwei necke congruent, ſo ſind die Seiten und Win⸗ 
kel des einen einzeln gleich den Seiten und Winkeln des an⸗ 
deren. Und umgekehrt, zwei necke find congruent, wenn die 
Seiten und die Winkel des einen einzeln gleich ſind den Seiten 
und den Winkeln des anderen, und die Lage der Seiten und 
Winkel zu einander in beiden Figuren dieſelbe iſt. 

Damit man auf die Congruenz von Figuren ſchließen dürfe, iſt 
nicht zu wiſſen erforderlich, daß alle Seiten und Winkel übereinſtimmen; 
es reicht eine geringere Anzahl aus. Die verſchiedenen Fälle, in welchen 
gewiſſe Seiten und Winkel die Congruenz bedingen, bilden die Congruenz⸗ 
ſätze. Sie werden von den Dreiecken, der Wichtigkeit halber, vollſtändig 


aufgeführt. 
§. 56. Lehrſatz. 1 

Dreiecke ſind congruent, wenn zwei Seiten des einen ein⸗ 
zeln gleich ſind zweien Seiten des anderen, und wenn die Win⸗ 
kel gleich ſind, welche von dieſen Seiten gebildet werden. 

Beweis. Es ſei Fig. 12 die Seite AB gleich der Seite 
DE, die Seite AC gleich der Seite DF, und der Winkel « 
gleich dem Winkel 6. — Man denke das Dreieck ABC fo auf 
das andere DEF gelegt, daß die Seite AC in die ihr gleiche 
DF kommt, alsdann werden, weil die Winkel & und 5 gleich 
find, auch die gleichen Seiten AB und DE in einander fallen, 
und die Dreiecke ſich decken. 

§. 57. Lehrſatz. 

Dreiecke ſind congruent, wenn ſie eine Seite gleich haben 
und zwei Winkel, welche in dem einen Dreieck liegen, wie in 
dem anderen. 

Beweis. 1) Es ſei Fig. 12 die Seite AC gleich der 
Seite DF, der Winkel a gleich dem Winkel 5, und der Win⸗ 
kel y gleich dem Winkel J. — Man denke das Dreieck ABC 
ſo auf das Dreieck DEF gelegt, daß die Seite A0 in die 
ihr gleiche DF kommt; dabei wird, weil à gleich A iſt, 
die Seite AB der Richtung nach in DE fallen, und weil y 
gleich d iſt, die Seite CB in FE; dann decken ſich aber die 
Dreiecke. g 

2) Es ſei A0 gleich DF, der Winkel o gleich dem Win⸗ 
kel 8, und der Winkel & gleich dem Winkel . — Da die 
Summe der drei Winkel jedes Dreiecks gleich einem geſtreckten 
Winkel iſt, folgt, daß der Winkel 7 gleich dem Winkel 0 iſt, 
und die Dreiecke ſind congruent wie vorher. 

Anders können die Winkel aber nicht liegen, als entweder 
beide an der in beiden Dreiecken gleichen Seite, oder der eine 
daran, und der andere ihr gegenüber. 
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§. 58. Lehrſatz. 

Sind zwei Seiten eines Dreiecks einander gleich, ſo ſind 
die Winkel gleich, welche dieſen Seiten gegenüberſtehen. 

Beweis. Es ſei Fig. 13 die Seite AB gleich der Seite 
BC. Wird das Dreieck ABC noch einmal gedacht, aber in 
der Lage Fig. 14, ſo werden auch in dieſer Lage die beiden 
Dreiecke ſich decken nach §. 56: denn es iſt AB Fig. 13 gleich 
CB Fig. 14, CB Fig. 13 gleich AB Fig. 14, und der Winkel 
ABC Fig. 13 gleich dem Winkel CBA Fig. 14. Dann decken 
ſich aber die Winkel « und 6. 

§. 59. Lehrſatz. 

Sind zwei Winkel eines Dreiecks einander gleich, ſo ſind 
die Seiten gleich, welche dieſen Winkeln gegenüberſtehen. 

Beweis. Es ſei Fig. 13 der Winkel ꝙ gleich dem 
Winkel 5. — Wird das Dreieck ABC noch einmal gedacht in 
der Lage Fig. 14, ſo werden nach §. 57 auch in dieſer Lage 
die Dreiecke ſich decken, fo daß AB gleich BC iſt. 

§. 60. Lehrſatz. 

Sind die drei Seiten eines Dreiecks einander gleich, ſo 
ſind die drei Winkel einander gleich. 

Beweis. Denn iſt Fig. 12 die Seite AB gleich der 
Seite BC, fo iſt der Winkel & gleich dem Winkel 7; und iſt 
zugleich AB gleich A0, fo iſt auch e gleich 7; dann find aber 
die drei Winkel einander gleich. 

§. 61. Lehrſatz. 

Sind die drei Winkel eines Dreiecks einander gleich, ſo 
ſind die drei Seiten einander gleich. 

Beweis. Denn iſt Fig. 12 der Winkel & gleich dem 
Winkel 9, fo iſt die Seite AB. gleich der Seite BC; und iſt 
zugleich q gleich e, fo iſt auch A0 gleich BC, und dann find 
die drei Seiten einander gleich. 

§. 62. 

Ein Dreieck heißt gleichſchenklig, wenn zwei Seiten 
deſſelben einander gleich ſind, gleichſeitig, wenn alle drei 
Seiten einander gleich ſind, ungleichſeitig, wenn keine 
Seite einer anderen gleich iſt. Sind alle Winkel eines Dreiecks 
einander gleich, ſo heißt es gleich winklig; iſt kein Winkel 
einem andern gleich, jo heißt es ungleich winklig. 

Ein gleichſeitiges Dreieck iſt gleichwinklig, und umge⸗ 
kehrt, ein gleichwinkliges Dreieck gleichſeitig. 

N §. 63. 

Liegen congruente Dreiecke ſo auf einander, daß ſie ſich 

decken, ſo liegen ſich deckenden Seiten ſich deckende Winkel 
2 * 
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gegenüber, und umgekehrt, ſich deckenden Winkeln ſich deckende 
Seiten. Sind daher Fig. 12 die beiden Dreiecke ABC und 
DEF congruent, und weiß man, daß der Winkel 7 gleich iſt 
dem Winkel 5, fo find die beiden Seiten AB und EF ein⸗ 
ander gleich; weiß man dagegen, daß die Seite BC gleich der 
Seite DF iſt, fo find die Winkel c und ꝙ einander gleich. 
Ueberhaupt ſtehen in congruenten Dreiecken gleichen Winkeln 
gleiche Seiten gegenüber, und umgekehrt, gleichen Seiten gleiche 
Winkel, welches, wegen der vorangegangenen Paragraphen, 
auch dann noch der Fall iſt, wenn die Dreiecke gleichſchenklig 
ſind, oder gleichſeitig. 
§. 64. Lehrſatz. 

Sind zwei Seiten eines Dreiecks ungleich, ſo ſind die 
ihnen gegenüberſtehenden Winkel ungleich, und zwar ſteht der 
größeren Seite der größere Winkel gegenüber. 

Beweis. Es ſei Fig. 15 die Seite AB größer als die 
Seite AC. — Auf der Seite AB werde ein Stück AN ge- 
nommen, gleich der Seite AC. Der Winkel ANC iſt dann, 
als äußerer Winkel des Dreiecks CNB, größer als fein gegen- 
überliegender Winkel 5. Das Dreieck CAN iſt gleichſchenklig, 
deshalb iſt der Winkel ACN gleich dem Winkel ANC, alſo 
auch der Winkel ACN größer als 8. Und da endlich q größer 
iſt als der Winkel ACN, fo iſt c um fo mehr größer als 6. 

§. 65. Lehrſatz. 

Sind zwei Winkel eines Dreiecks ungleich, ſo ſind die 
Seiten ungleich, welche dieſen Winkeln gegenüberſtehen, und 
zwar ſteht dem größeren Winkel die größere Seite gegenüber. 

Beweis. Es ſei Fig. 15 der Winkel e größer als der 
Winkel 8. Wollte man annehmen, die Seiten AB und AC 
wären einander gleich, ſo müßten die ihnen gegenüberſtehenden 
Winkel @ und 5 gleich fein; und wollte man annehmen, die 
Seite A0 wäre größer als die Seite AB, ſo müßte nach dem 
vorigen Paragraph der Winkel 6 größer fein als a: beides 
widerſpricht der Vorausſetzung, daß « größer als 5 iſt, des⸗ 
halb kann nur die Seite AB größer jein als die Seite AC. 

6 


Das ungleichſeitige Dreieck ift daher ungleichwinklig, und 
das ungleichwinklige Dreieck ungleichſeitig. 

„Im ungleichſeitigen Dreieck ſteht der größten Seite der 
größte Winkel gegenüber, und umgekehrt, dem größten Winkel 
die größte Seite. Im rechtwinkligen Dreieck iſt die Hypote⸗ 
nuſe die größte Seite, und im ſtumpfwinkligen Dreieck iſt die 
Me die größeſte, welche dem ſtumpfen Winkel gegenüber- 
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An der größten Seite eines ungleichſeitigen Dreiecks lie⸗ 
gen jedesmal ſpitze Winkel. Die Winkel, welche an der drit⸗ 
ten Seite eines gleichſchenkligen Dreiecks liegen, ſind ſpitz. 
Alle Winkel eines gleichſeitigen Dreiecks ſind ſpitz. 


§. 67. Lehrſatz. 

Werden von einem Punkt A, Fig. 16, außerhalb einer 
geraden Linie BC, mehrere gerade Linien AD, AE, AF, AG 
nach der Linie BC gezogen, von welchen die eine AD normal 
ſteht auf BC, ſo iſt dieſe Normale von allen jenen Linien die 
kürzeſte, und jede von den übrigen Linien iſt größer als jede 
fur denen, welche zwiſchen ihr und der Normale ſich be- 
inden. 

Beweis. Die Normale iſt die kürzeſte Linie, weil jede 
der übrigen Linien Hypotenuſe eines rechtwinkligen Dreiecks 
iſt, welches die Normale zur einen Kathete hat. — Die Win⸗ 
kel AEG, AFG ſind als äußere Winkel größer als der rechte 
Winkel ADE, die Dreiecke AEF, AEG, AFG alſo ſtumpf⸗ 
winklig, und deshalb iſt AF. größer als AE, AG größer als 
AE, und zugleich AG größer als AF. 


§. 68. Lehrſatz. 

Iſt Fig. 16 AD normal auf BC, und iſt AF größer als 
AE, ſo iſt auch DF größer als DE. 

Beweis. Wollte man annehmen, es ſei DF gleich DE, 
fo müßten die Dreiecke ADE und ADF congruent fein, alſo 
AE und AF einander gleich; wollte man annehmen, es ſei 
DE größer als DPF, fo müßte nach dem vorigen Paragraph 
AE größer ſein als AF; beides wäre gegen die Vorausſetzung, 
deshalb kann nur DF größer fein als DE. 


§. 69. 

Die kürzeſte Linie, welche von einem Punkt nach einer 
geraden Linie hin gezogen werden kann, heißt die Entfer- 
nung, oder der normale Abſtand des Punktes von der 
geraden Linie. 5 

§. 70. Lehrſatz. 

Die Summe zweier Seiten eines Dreiecks iſt größer als 
die dritte Seite. 

Beweis. Es ſei Fig. 17 BN gleich BA gemacht. Dann 
iſt der Winkel BNA gleich dem Winkel BAN, der Winkel NAC 
alſo größer als ANC, und deßhalb in dem Dreieck ANC die 
Seite NC größer als AC, d. h. AB BC größer als AC. 

Die Differenz zweier Seiten eines Dreiecks iſt daher 
kleiner als die dritte Seite. 
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§. 71. Lehrſatz. 
Dreiecke ſind congruent, wenn die drei Seiten des einen 
einzeln gleich ſind den drei Seiten des anderen. 


Beweis. Es braucht nur gezeigt zu werden, daß ſolche 
Dreiecke einen Winkel gleich haben, denn alsdann folgt ihre 
Congruenz aus $. 56. 

Es ſei Fig. 12 die Seite DE gleich der Seite AB, EF 
gleich BC, und DF gleich AC. Sind nun die Dreiecke un⸗ 
gleichſeitig, ſo lege man ſie mit ihren größten Seiten, an 
welchen ſpitze Winkel ſich befinden, neben einander, wie Fig. 18 
es darſtellt. Die Dreiecke BCE und BAE ſind gleichſchenklig; 
deshalb iſt der Winkel CBE gleich dem Winkel CEB, und 
der Winkel ABE gleich dem Winkel AEB; dann aber der 
Winkel ABC gleich dem Winkel DEF. — Sind die Dreiecke 
ABC und DEF gleichſchenklig, fo lege man fie mit den drit⸗ 
ten Seiten neben einander, ſind ſie gleichſeitig mit irgend 
zwei Seiten, und es folgt wie zuerft, daß die Dreiecke die 
Winkel gleich haben, welche den an einanderliegenden Seiten 
gegenüberſtehen. 

§. 72. Lehrſatz. g 

Dreiecke ſind congruent, wenn zwei Seiten des einen 
einzeln gleich ſind zweien Seiten des anderen, wenn die Win⸗ 
kel gleich ſind, welche den einen dieſer Seiten gegenüberliegen, 
und wenn die Summe der Winkel, welche den anderen gegen⸗ 
überſtehen, mehr oder weniger beträgt als einen geſtreckten 
Winkel. 

Beweis. Es ſei Fig. 12 AB gleich DE, BC gleich EF, 
a gleich 8, und „Jo ſei mehr oder weniger als ein geſtreck⸗ 
ter Winkel. — Man lege das Dreieck ABC ſo auf das 
Dreieck DEF, daß die Seite AB in die ihr gleiche DE kommt; 
dann muß, weil à gleich A iſt, die Seite A0 der Richtung 
nach in DF fallen; es bleibt aber vorläufig unbeſtimmt, ob 
der Punkt C in den Punkt F fällt, oder vor F, oder über 
F hinaus. Wollte man annehmen, der Punkt C fiele vor E, 
etwa wie Fig. 19 es darſtellt, jo würde, da BC gleich EF 
iſt, der Winkel ECF gleich dem Winkel d fein, und die 
Summe der Winkel y und d einen geſtreckten Winkel betragen; 
dies ſtreitet gegen die Vorausſetzung, und deshalb kann der 
Punkt C nicht vor F fallen. Wollte man annehmen, der 
Punkt C fiele über F hinaus, wie in Fig. 20, fo müßte, 
weil EF gleich BC iſt, der Winkel EF C gleich y fein, und 
dann machte die Summe der Winkel d nnd „ einen geſtreck⸗ 
ten Winkel aus. Der Punkt C kann daher auch nicht über 
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F hinaus fallen. Demnach liegt C in F, und die Dreiecke 


decken ſich. 
§. 73. Zuſätze. 

1) Dreiecke ſind congruent, wenn zwei Seiten des einen 
einzeln gleich ſind zweien Seiten des anderen, und wenn die 
Winkel gleich ſind, welche den größeren dieſer Seiten gegen⸗ 
überliegen. 

Die Winkel, welche den kleineren dieſer Seiten gegen⸗ 
überliegen, ſind ſpitze Winkel, ihre Summe iſt alſo kleiner 
als der geſtreckte Winkel, und der Satz folgt aus dem vori⸗ 
gen Paragraph. Wollte man nämlich annehmen, einer von 
den Winkeln, welche den kleineren Seiten gegenüberſtehen, ſei 
ein rechter oder ein ſtumpfer Winkel, ſo müßte der Winkel, 
welcher der größeren Seite gegenüberſteht, größer ſein als 
ein rechter, oder als jener ſtumpfe Winkel, welches nicht ſein 
kann, weil jedes Dreieck zwei ſpitze Winkel hat. 

2) Rechtwinklige Dreiecke ſind congruent, wenn ſie die 
Hypotenuſe und eine Kathete gleich haben. 

Denn da rechte Winkel einander gleich ſind, und die 
Hypotenuſe die größte Seite im rechtwinkligen Dreieck iſt, ſo 
haben ſolche Dreiecke zwei Seiten beziehlich gleich, und den 
Winkel, welcher der großeren von dieſen Seiten gegenüberſteht. 

§. 74. Lehrſatz. 

Geht von einer Ecke eines Dreiecks eine Linie nach der 
gegenüberſtehenden Seite, und finden zwei von den folgenden 
8 Bedingungen Statt, ſo finden auch die beiden anderen 

tatt: 

1) Gleichheit der Seiten, welche den durch jene Linien ge⸗ 
theilten Winkel bilden, 

2) 1 6 5 der Stücke, in welche die dritte Seite getheilt 
wird, 

3) Gleichheit der Winkel, in welche der getheilte Winkel 
getheilt iſt, 

4) Gleichheit der Winkel, die jene Linie mit der dritten 
Seite bildet. 


Beweis. Bei Fig. 21 ſind die Bedingungen: 


1) AB D AC 
2) BNS NC 
1 = ß 
4) e 0 


Es fällt in die Augen, daß alle vier Bedingungen Statt 
finden, ſobald die beiden Dreiecke ABN und ACN congruent 
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find. Um alfo den Satz zu erweiſen, wird man nur nöthig 
haben, aus je zweien der Bedingungen die Congruenz der 
Dreiecke abzuleiten. 

Sind nun die Bedingungen unter 1) und 2) gegeben, ſo 
haben die Dreiecke, da die Linie AN in beiden liegt, die drei 
Seiten beziehlich gleich, und es folgt ihre Congruenz aus dem 
dritten Congruenz⸗Satz. 

Finden die Bedingungen unter 1) und 3) Statt, ſo ha⸗ 
ben die Dreiecke, da AN im beiden liegt, zwei Seiten bezieh⸗ 
lich gleich und den von dieſen gebildeten Winkel; ſie ſind alſo 
congruent nach dem erſten Satz von der Congruenz der 
Dreiecke. 

Finden die Bedingungen 1) und 4) Statt, ſo ſind die 
Winkel y und o rechte Winkel, die Dreiecke alſo rechtwinklig, 
und haben die Hypotenuſe und eine Kathete gleich. Ihre 
Congruenz folgt daher aus F. 73 2). 

Sind die Bedingungen 2) und 3) vorausgeſetzt, ſo haben 
die Dreiecke zwei Seiten beziehlich gleich und die Winkel, welche 
den einen dieſer Seiten gegenüberliegen; und weil die Winkel 
ABC und ACB, als Winkel des Dreiecks ABC, zuſammen⸗ 
genommen kleiner ſind als ein geſtreckter Winkel, ſo iſt noch 
die Summe der Winkel, welche den anderen Seiten gegenüber⸗ 
liegen, kleiner als ein geſtreckter Winkel; und es folgt die 
Congruenz der Dreiecke nach dem vierten Congruenz-Satz. 

Finden die Bedingungen 2) und 4) Statt, ſo haben die 
Dreiecke zwei Seiten beziehlich gleich und den von ihnen ge⸗ 
bildeten Winkel, und ſie ſind congruent nach dem erſten Con⸗ 
gruenz⸗Satz. 

Finden endlich die Bedingungen 3) und 4) Statt, ſo 
haben die Dreiecke eine Seite gleich und zwei Winkel, welche 
in dem einen Dreieck liegen, wie in dem anderen, und ſie ſind 
congruent nach dem zweiten Congruenz⸗Satz. 

§. 75. Lehrſatz. 

Wird auf der Mitte der dritten Seite eines gleichſchenk⸗ 
ligen Dreiecks eine Normale errichtet, ſo geht ſie durch die 
gegenüberſtehende Ecke. . 

Beweis. Es ſei Fig. 21 die Seite AB gleich der Seite 
AC, und N die Mitte der dritten Seite BC. Man denke 
die Linie AN; ſie ſteht nach dem vorigen Paragraph normal 
auf BC, denn es finden die beiden Bedingungen unter 1) und 
2) Statt. Da aber alle Linien, welche in dem Punkt N auf 
der Seite BC normal ſtehen, zuſammenfallen, jo muß eine in 
N auf BC errichtete Normale mit NA zuſammenfallen, alſo 
durch A gehen. 
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§. 76. Lehrſatz. 

Sind zwei Seiten zweier Dreiecke einzeln einander gleich, 
die von ihnen gebildeten Winkel aber ungleich, ſo ſind die drit⸗ 
ten Seiten ungleich, und zwar enthält das Dreieck die größere, 
welches den größeren Winkel hat. 

Es ſei Fig. 12 die Seite AB gleich der Seite DE, die 
Seite BC gleich EF, der Winkel ꝙ aber größer als e. Legt 
man die Dreiecke ſo auf einander, daß die gleichen Seiten 
AB und DE ſich decken, jo muß eine der Lagen Fig. 22, 23, 24 
eintreten. Bei Fig. 22 erſieht ſich ſogleich, daß DF größer 
als AC iſt. Bei der Lage Fig. 23 ift der Winkel E größer 
als g; o gleich A, weil das Dreieck CBT gleichſchenklig iſt; 
folglich @ größer als A, und um fo mehr o größer als u; 
daraus folgt aber, daß die Seite DF größer iſt als die Seite 
AC. Bei der Lage Fig. 24 iſt e als äußerer Winkel größer 
als o, alſo auch größer als A, welcher Winkel gleich o iſt, da 
BC gleich EF; und weil A als äußerer Winkel größer iſt als 
u, fo iſt um fo mehr o größer als , woraus wieder folgt, 
daß DF größer iſt als AC. 

§. 77. Lehrſatz. 

Haben zwei Dreiecke zwei Seiten beziehlich gleich, die 
dritten Seiten aber ungleich, ſo ſind die Winkel ungleich, 
welche dieſen dritten Seiten gegenüberſtehen, und zwar befin⸗ 
det ſich in dem Dreieck der größere Winkel, welches die grö- 
ßere Seite hat. 

Beweis. Denn wollte man annehmen, die Winkel 
wären gleich, jo müßten die Dreiecke nach dem erſten Con- 
gruenz-Satz congruent fein, welches nicht möglich iſt; und 
wollte man annehmen, das Dreieck, welches die kleinere dritte 
Seite hat, hätte den größeren Winkel, ſo müßte nach dem 
vorigen Paragraph gerade dieſe kleinere Seite die größere 
ſein, welches ſich widerſpricht; daher kann nur das Dreieck 
den größeren Winkel enthalten, welches die größere dritte 


Seite hat. 
§. 78. Lehrſatz. 

Haben zwei rechtwinklige Dreiecke die Hypotenuſen gleich, 
die einen Katheten aber ungleich, ſo ſind auch die anderen 
Katheten ungleich, und zwar befindet ſich in dem Dreieck von 
dieſen anderen Katheten die kleinere, welches von den erſteren 
Katheten die größere hat; auch ſind die ſpitzen Winkel un⸗ 
gleich, welche an dieſen ungleichen Katheten liegen, und zwar 
liegt an der größeren Kathete der kleinere Winkel. 

Beweis. Es mögen Fig. 25 die bei B und F recht: 
winkligen Dreiecke mit ihren gleichen Hypotenuſen neben ein⸗ 
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ander gelegt, und es mag die Kathete DF größer fein als die 
Kathete AB. — Der Winkel ABF iſt größer als der Win⸗ 
kel DFB, und weil die Winkel bei B und F als rechte Winkel 
einander gleich ſind, ſo iſt der Winkel CBF kleiner, als der 
Winkel EFB, woraus ſich ergiebt, daß die Kathete EF klei⸗ 
ner iſt als BC. Legt man, um noch die Ungleichheit der 
ſpitzen Winkel zu erweiſen, die Dreiecke mit ihren rechten 
Winkeln auf einander, jo daß die Katheten BC und EF in 
einander fallen, ſo müſſen ſie die Lage Fig. 26 annehmen, 
weil BC größer als EF, und DF größer als AB iſt; und es 
folgt ſogleich, daß als äußerer Winkel größer iſt als y, und 
o größer als 5. 
§. 79. Lehrſatz. 

Haben zwei rechtwinklige Dreiecke die Hypotenuſen gleich, 
die einen ſpitzen Winkel aber ungleich, ſo ſind die anderen 
ſpitzen Winkel ungleich; auch ſind es die Katheten, welche an 
dieſen ſpitzen Winkeln liegen, und zwar liegt die größere an 
dem kleineren Winkel. 

Beweis. Daß die anderen ſpitzen Winkel ungleich ſind, 
erſieht ſich ſogleich. Wollte man annehmen, die an den un⸗ 
gleichen Winkeln liegenden Katheten wären gleich, ſo müßten 
die Dreiecke congruent ſein nach §. 73 2), welches nicht mög⸗ 
lich iſt; und wollte man annehmen, an dem größeren Winkel 
läge die größere Kathete, ſo ſtieße man auf einen Widerſpruch 
gegen den vorigen Paragraph; es muß daher alles ſo ſein, wie 
es im Lehrſatz ausgeſprochen wurde. 

§. 80. Lehrſatz. 

Haben zwei rechtwinklige Dreiecke die einen Katheten 
gleich, die an ihnen liegenden ſpitzen Winkel aber ungleich, 
ſo ſind auch die Hypotenuſen und die anderen Katheten un⸗ 
gleich, und zwar findet ſich in dem Dreieck die größere Hy⸗ 
potenuſe und die größere andere Kathete, welches den größeren 
Winkel hat. 

Man überſieht dies ſehr leicht, ſobald man die Dreiecke 
ſo auf einander gelegt denkt, daß die rechten Winkel und die 
gleichen Katheten ſich decken. 

§. 81. Lehrſatz. 

Haben zwei rechtwinklige Dreiecke die einen Katheten 
gleich, die Hypotenuſen aber ungleich, ſo ſind die anderen 
Katheten ungleich, und auch die an den gleichen Katheten 
liegenden ſpitzen Winkel, und zwar hat das Dreieck die grö- 
ßere andere Kathete und den größeren Winkel, in welchem die 


größere Hypotenuſe ſich findet. 
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» 

Beweis. Denn wollte man annehmen, die anderen 
Katheten wären gleich, ſo müßten die Dreiecke nach dem erſten 
Congruenz⸗Satz congruent ſein. Das übrige folgt indirekt aus 
dem vorigen Paragraphen. 


Uebungen und Praktiſches. N 

1) Was iſt ein Dreieck, ein Viereck, u. ſ. w., ein Vieleck? 
Was find die Seiten, die Ecken eines necks, was iſt fein 
Umfang? Warum iſt die Anzahl der Ecken eines necks 
der Anzahl ſeiner Seiten gleich? Was iſt ein äußerer 
Winkel eines Dreiecks, ein gegenüberliegender Winkel zu 
einem äußeren Winkel? 

2) Welches Geſetz gilt für den äußeren Winkel eines Dreiecks? 
welches für die Summe aller Winkel eines Dreiecks? Kann 
ein Dreieck zwei rechte Winkel enthalten, oder einen rechten 
und einen ſtumpfen Winkel? Was iſt ein rechtwinkliges, ein 
ſtumpfwinkliges, ein ſpitzwinkliges Dreieck? Was iſt eine 
Hypotenuſe, eine Kathete? 

3) Wann heißen Raumgrößen congruent? Wie viele Sätze über 
die Congruenz der Dreiecke ſind vorgekommen, und wie lau⸗ 
ten ſie? 

4) Welche Geſetze finden zwiſchen den Seiten und den ihnen 
gegenüberſtehenden Winkeln eines Dreiecks Statt? Wann 
heißt ein Dreieck gleichſchenklig, gleichſeitig? 


Drittes Kapitel. 


Von den Vierecken. 


§. 83. 
Jede gerade Linie von einer Ecke eines necks nach einer 
anderen, die beiden benachbarten ausgeſchloſſen, heißt eine 


Diagonale. 
§. 84. Lehrſatz. 

Die Summe aller Winkel eines n eis iſt gleich (n—2) -2R. 
Beweis. Man denke aus einem der Eckpunkte alle 
Diagonalen gezogen. Sie zerlegen das med in u — 2 Dreiecke, 
und die Summe aller Winkel dieſer Dreiecke iſt gleich der 
Summe der Winkel des necks; die Summe aller Winkel der 
Dreiecke iſt aber (n — 2). 2R. — Oder man denke aus einem 
Punkt innerhalb des necks Linien nach allen Ecken gezogen; 
dadurch entſteht über jeder Seite ein Dreieck, und die Summe 
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aller Winkel dieſer n Dreiecke iſt n-2R; wird hiervon die 
Summe der Winkel um jenen Punkt, welche gleich 2-2R ift, 
ſubtrahirt, jo erhält man die Summe aller Winkel des necks 
gleich (n— 2). 2R. 

Die eben geführten Beweiſe haben keine allgemeine Gil- 
tigkeit, weil nicht jedes neck durch Diagonalen, welche von 
einer Ecke, oder durch Linien, welche von einem innerhalb des 
necks angenommenen Punkt ausgehen, ſich in Dreiecke zerle- 
gen läßt. Um den Satz allgemein zu erweiſen, ſtelle man 
ſich ein peck vor, und laſſe es in ein (p-+1)ed übergehen 
dadurch, daß man über der einen Seite ein Dreieck denkt; 
hat man das Dreieck außerhalb des pecks gedacht, ſo fällt in 
die Augen, daß die Summe der Winkel des (p Hecks um 
einen geſtreckten Winkel größer iſt, als die Summe der Win- 
kel des pecks; hat man es innerhalb des pecks gedacht, ſo 
erſieht man das Nämliche leicht, wenn man über die neu 
entſtandene Ecke hinaus eine der Seiten, welche dieſe Ecke 
bilden, etwas verlängert. Die Summe der Winkel eines 
(p+1)eds iſt alſo ganz allgemein um einen geſtreckten Winkel 
größer als die Summe der Winkel des pecks. Und weil die 
Summe der Winkel eines Dreiecks gleich einem geſtreckten Win⸗ 
kel oder zweien rechten Winkeln iſt, ſo iſt die Summe der 
Winkel eines jeden Vierecks gleich zwei geſtreckten oder vier 
rechten Winkeln, die Summe aller Winkel eines Fünfecks 
gleich drei geſtreckten oder ſechs rechten, die der Winkel eines 
Sechsecks gleich vier geſtreckten oder acht rechten u. ſ. f., die 
Summe der Winkel eines necks gleich (n—2)-2R. 

N §. 85. Lehrſatz. 

Vierecke ſind congruent, wenn drei Seiten des einen ein⸗ 
zeln gleich ſind dreien Seiten des anderen, und wenn die Win⸗ 
kel beziehlich gleich ſind, welche von dieſen Seiten gebildet 
werden, (worin liegt, daß die Seiten in dem einen Viereck 
eben ſo auf einander folgen müſſen wie in dem anderen). 

Beweis. Es ſei Fig. 27 die Seite AD gleich der Seite 
EH, AB gleich EF, BC gleich FG, der Winkel e gleich dem 
Winkel 7, und 5 gleich d. — Legt man die Vierecke fo auf 
einander, daß die gleichen Seiten AD und Ell ſich decken, fo 
müſſen, da die Winkel q und y einander gleich find, die glei- 
chen Seiten AB und EF zuſammenfallen, und weil die Win⸗ 
kel 5 und J einander gleich find, auch die gleichen Seiten 
BC und FG; dann decken ſich aber die Vierecke ſelbſt. 

§. 86. 

Eben ſo läßt ſich erweiſen, daß necke congruent ſind, 
wenn fie n—1 Seiten und die von ihnen gebildeten Winkel 
beziehlich gleich haben. 
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§. 87. 

Ein Viereck, in welchem je zwei gegenüberſtehende Seiten 
parallel ſind, wird ein Parallelogramm genannt, ein Viereck, 
in welchem zwei Seiten parallel ſind, und zwei nicht, heißt 
ein Trapez, ein Viereck, welches keine parallelen Seiten hat, 


ein Trapezoid. 
§. 88. Lehrſatz. 

Die gegenüberſtehenden Seiten eines Parallelogramms 
ſind einander gleich, und auch die gegenüberſtehenden Winkel. 

Beweis. In dem Parallelogramm ABCD Fig. 28 ſei 
die Diagonale BD gezogen. Die Dreiecke ABD und BCD 
find congruent, denn fie haben die Seite BD gleich, ferner 
die Winkel und 6 als Wechſelwinkel zu den parallelen 
Linien BC und AD, und die Winkel y und 9 als Wechſel⸗ 
winkel zu den parallelen Linien AB und CD. In congruenten 
Dreiecken ſtehen beziehlich gleichen Winkeln gleiche Seiten 
gegenüber, und daraus folgt, weil à gleich 6 iſt, daß CD 
gleich AB, und, weil 7 gleich d iſt, daß AD gleich BC iſt. 
Da ferner in congruenten Dreiecken beziehlich gleichen Seiten 
gleiche Winkel gegenüberſtehen, jo iſt der Winkel BAD gleich 
dem Winkel BCD, und weil à gleich 8 ift, und 7 gleich d, 
auch der Winkel ABC gleich dem Winkel ADC. Einfacher 
folgt die Gleichheit der gegenüberſtehenden Winkel, z. B. der 
bei A und C, daraus, daß jeder einen der anderen, z. B. den 
bei D, zu einem geſtreckten re 

. 89 


Es verdient bemerkt zu werden, daß eine Diagonale ein 
Parallelogramm in zwei congruente Dreiecke theilt. 

Auch folgt leicht aus dem vorigen Paragraphen, daß die 
Stücke, welche zwei parallele Linien von beliebig vielen anderen 
parallelen Linien abſchneiden, einander gleich ſind. 

; Lehrſatz. 

Sind die gegenüberſtehenden Seiten eines Vierecks einan⸗ 
der gleich, ſo iſt es ein Parallelogramm. 

Beweis. Es mögen Fig. 28 die Seiten AB und CD 
einander gleich fein, auch die Seiten BC und AD. — Die 
beiden Dreiecke ABD und BCD haben die drei Seiten bezieh⸗ 
lich gleich, und find daher congruent. Da AB gleich CD iſt, 
jo iſt der Winkel 5 gleich dem Winkel a, und weil dieſe Winkel 
innere Wechſelwinkel find zu den Linien AD und BC, fo find 
dieſe Linien parallel; ferner find, weil BC gleich AD iſt, die 
Winkel 0 und 7 einander gleich, und da fie innere Wechjel- 
winkel find zu den Linien AB und CD, fo find auch dieſe Li⸗ 
nien parallel; dann iſt aber ABCD ein Parallelogramm. 


* 
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§. 91. Lehrſatz. 

Sind zwei Seiten eines Vierecks parallel und gleich, ſo 
iſt es ein Parallelogramm. 

Beweis. Es mögen Fig. 28 die Seiten BC und AD 
parallel ſein und gleich. — Die beiden Dreiecke ADB und 
DBC ſind congruent, weil fie die Seite BD gleich haben, 
ferner die Seiten AD und BC, und die Winkel q und 6, 
als Wechſelwinkel zu den parallelen Linien BC und AD. 
Da nun BC gleich AD iſt, fo iſt auch d = „, und daher 
DC parallel mit AB. Die anderen gegenüberſtehenden Seiten 
des Vierecks ſind nach der Vorausſetzung parallel, alſo iſt das 
Viereck ein Parallelogramm. 

§. 92. Lehrſatz. 

Sind zwei Seiten eines Vierecks parallel, und zwei gegen⸗ 
überſtehende Winkel gleich, jo iſt das Viereck ein Barallelo- 
ramm. 

i Beweis. Es fei Fig. 28 die Seite BC parallel mit der 
Seite Ab, und der Winkel ABC gleich dem Winkel ADC. — 
Die Winkel q und 6 ſind als innere Wechſelwinkel zu den 
parallelen Linien BC und AD einander gleich, und da der 
Winkel ABC gleich dem Winkel ADC ift, fo find auch y und 
9 gleich, und dann iſt BA parallel mit DC. 

§. 93. Lehrſatz. 

Sind die gegenüberſtehenden Winkel eines Vierecks einan⸗ 
der gleich, ſo iſt es ein Parallelogramm. 

Beweis. Es ſeien Fig. 29 die Winkel q und 5 ein⸗ 
ander gleich, auch die Winkel y und d. Dann iſt c 
gleich 8 Po, alſo jede dieſer Summen gleich der Hälfte von 
der Summe aller Winkel des Vierecks, welche Hälfte ein ge⸗ 
ſtreckter Winkel iſt. Die Seiten Ab und BC find deshalb 
parallel. Und da 7 gleich oͤ iſt, fo macht auch go einen 
geſtreckten Winkel aus, und es find noch AB und DC parallel. 

94 


Sind zwei zuſammenſtoßende Seiten eines Parallelo- 
gramms einander gleich, ſo ſind alle Seiten deſſelben einan⸗ 
der gleich; und iſt ein Winkel eines Parallelogramms ein 
rechter Winkel, ſo iſt jeder ſeiner Winkel ein rechter Win⸗ 
kel. Das erſtere folgt daraus, daß die gegenüberſtehenden 
Seiten eines Parallelogramms gleich ſind, das andere daraus, 
daß wenn von zweien parallelen Linien die eine normal iſt 
auf einer dritten, auch die andere auf dieſer dritten nor⸗ 
mal ſteht. mi 


8, 95. 
Ein Parallelogramm, in welchem alle Seiten einander 
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gleich ſind, heißt eine Raute oder ein Rhombus. Sind 
alle Winkel eines Parallelogramms rechte Winkel, ſo heißt es 
ein Rechteck, ſind alle Seiten einander gleich und alle Winkel 
rechte, ſo wird es ein Quadrat genannt. Jedes andere 
Parallelogramm heißt auch ein Rhomboid. 

§. 96. Lehrſatz. 

Parallelogramme ſind congruent, wenn zwei zuſammen⸗ 
ſtoßende Seiten des einen gleich ſind zwei zuſammenſtoßenden 
Seiten des anderen, und wenn die Winkel gleich ſind, welche 
von dieſen Seiten gebildet werden. 

Beweis. Denn ſind die Vierecke Fig. 27 Parallelo⸗ 
gramme, und find die Seiten AD und EH gleich, ferner die 
Seiten AB und EF, auch die Winkel a und 7, jo find die 
Seiten BC und FG ebenfalls gleich, und die Winkel 8 und oͤ; 
dann haben aber die Vierecke drei Seiten beziehlich gleich 
und die von ihnen gebildeten Winkel, und ſind congruent 


nach §. 85. 2 
8: 97. 


Rechtecke ſind demnach congruent, ſobald fie zwei zu— 
ſammenſtoßende Seiten gleich haben, Rauten, wenn ſie eine 
Seite und einen Winkel, und Quadrate, ſobald ſie eine Seite 
gleich haben. 

§. 98. Lehrſatz. 

Jede der Diagonalen eines Parallelogramms theilt die 
andere Diagonale in zwei gleiche Theile. 

Beweis. Es ſei ABCD Fig. 30 ein Parallelogramm. — 
Die Dreiecke BCN und ADN find congruent, weil fie die 
Seiten BC und AD gleich haben, auch die Winkel & und 6, 
fo wie y und d, als Wechſelwinkel der parallelen Linien BC 
und AD. Aus der Congruenz der Dreiecke und der Gleichheit 
der erwähnten Winkel folgt, daß CN gleich AN ift, und BN 


gleich DN. 
§. 99. Lehrſatz. 
Theilt jede Diagonale eines Vierecks die andere in zwei 
gleiche Theile, ſo iſt das Viereck ein Parallelogramm. 
Beweis. Es ſei Fig. 30 AN gleich NC, und BN gleich 
ND. — Die Dreiecke AND und BNC find congruent, weil 
ſie zwei Seiten und den von ihnen gebildeten Winkel gleich 
haben. Daher iſt BC gleich AD, und à gleich 5, alſo auch 
BC parallel mit AD. Und find zwei Seiten eines Vierecks 
parallel und gleich, ſo iſt es ein Parallelogramm. 
§. 100. Lehrſatz. 
In jedem Rhombus ſtehen die Diagonalen normal auf 
einander. 
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Beweis. Es fer Fig. 30 ABCD ein Rhombus. — 
Die beiden Dreiecke BCN und DEN haben die drei Seiten 
beziehlich gleich, ſind daher congruent. Dann ſind aber die 
Winkel BNC und DNC gleich, folglich die Diagonalen normal 
auf einander. 

$. 101. Lehrſatz. 

Stehen die Diagonalen eines Parallelogramms auf ein⸗ 
ander normal, ſo iſt es ein Rhombus. 

Beweis. Iſt Fig. 30 ABCD ein Parallelogramm, und 
ſtehen die Diagonalen normal auf einander, ſo ſind die recht⸗ 
winkligen Dreiecke BNC und DNC congruent, und dann iſt 
BC gleich CD, alſo ABCD ein Rhombus. 

§. 102. Lehrſatz. 

Die Diagonalen eines Rechtecks ſind einander gleich. 

Beweis. Denn iſt Fig. 30 ABCD ein Rechteck, fo ift 
das rechtwinklige Dreieck ABC congruent dem rechtwinkligen 
Dreieck ABD, folglich A0 gleich BD. 

§. 103. Lehrſatz. 

Sind die Diagonalen eines Parallelogramms einander 
gleich, ſo iſt das Parallelogramm ein Rechteck. 

Beweis. Es fer Fig. 30 ABCD ein Parallelogramm, 
und AC gleich BD. — Die Dreiecke ABC und ABD ſind 
congruent, weil ſie die drei Seiten gleich haben. Aus der 
Congruenz der Dreiecke folgt die Gleichheit der Winkel ABC 
und BAD. Sind aber dieſe Winkel gleich, ſo iſt jeder ein 
rechter Winkel, und das 5 78 ein Rechteck. 

4 


Die Diagonalen eines Quadrats ſtehen normal auf ein⸗ 
ander und ſind gleich; und umgekehrt ein Parallelogramm 
iſt ein Quadrat, wenn die Diagonalen deſſelben auf einander 
normal ſtehen und gleich ſind. 

Aus S. 100 und 102, und aus §. 101 und 103. 

§. 105. Lehrſatz. 

Sind zwei Linien parallel, ſo ſind alle Punkte der einen 
Linie gleich weit von der anderen entfernt. 

Beweis. Denn denkt man aus beliebigen Punkten der 
einen Linie Normalen auf die andere gefällt, ſo ſind alle dieſe 
Normalen mit einander parallel nach §. 37 und alle einander 


gleich nach §. 89. 
§. 106. Lehrſatz. 

Sind Fig. 31 die beiden Linien AC und BD parallel 
und gleich, und wird durch jeden der Punkte C und D eine 
Linie gedacht parallel mit der Linie AB, fo fallen dieſe Linien 
in einander. 
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Beweis. Zöge man die Linie CD, fo würde fie paral- 
lel werden mit AB. Die Linie, welche durch den Punkt C 
geht und parallel iſt mit AB, muß nach F. 43 mit CD zu⸗ 
ſammenfallen, eben ſo die Linie, welche durch den Punkt D 
gehend parallel iſt mit AB; daher fallen die durch C und D 
gedachten Linien ſelbſt zuſammen. 


§. 107. 
Uebungen und Praktiſches. 
1) Was iſt eine Diagonale? Wie viele Diagonalen hat ein 
ned? ara; 


2) Wie groß iſt die Summe aller Winkel eines neds? Wird 
jede Seite eines necks über einen ihrer Endpunkte hinaus 
verlängert, ſo, daß nicht an einer Ecke zwei Verlängerungen 
erſcheinen, und fallen alle Verlängerungen außerhalb des 
necks, ſo iſt die Summe der äußeren Winkel, welche dabei 
hervorgehen 2.2. Warum? Welches Geſetz findet für 
dieſe äußeren Winkel Statt, wenn Verlängerungen inner- 
halb des necks fallen? 

3) Zerſchneidet man congruente nede auf gleiche Weiſe, fo 
werden die Theile des einen congruent den Theilen des 
andern. Und necke ſind congruent, ſobald ſie aus con— 
gruenten Figuren auf gleiche Weiſe zuſammengeſetzt worden. 
Wie läßt ſich das zeigen? 

4) Wie theilt man die Vierecke ein (§. 87)? Wie wiederum 
die Parallelogramme? 

5) Welches ſind die Geſetze, welche für die Seiten und Win⸗ 
kel der Parallelogramme gelten? Wann iſt ein Viereck ein 
Parallelogramm? (vier Sätze). — Iſt ein Viereck ein 
Parallelogramm, wenn es durch eine ſeiner Diagonalen in 
zwei congruente Dreiecke zerlegt wird? 

6) Wann ſind Vierecke congruent? wann Parallelogramme, 
Rechtecke, Rauten, Quadrate? 

7) Was iſt von den Diagonalen zu bemerken beim Paralle- 
logramm, bei dem Rhombus, dem Rechteck, dem Quadrat? 
Und wie lauten die umgekehrten Sätze? 

8) Wenn n Punkte gegeben find, von welchen nicht drei in 
gerader Linie liegen, wie viele Linien können durch die Punkte 


gedacht werden? — Sud 


Wolf's Geometrie. 1. Th. 7te Aufl, 3 
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Viertes Kapitel. 
Von der Gleichheit. 


§. 108. 

Flächen nennt man gleich, ſobald ſie gleiche Größe ha⸗ 
ben, wenn auch ihre Geſtalt noch ſo verſchieden iſt. Con⸗ 
gruente necke ſind daher jedesmal gleich, aber gleiche necke 
ſind nicht jedesmal congruent. 1 


Der normale Abſtand einer Ecke eines Dreiecks von der 
gegenüberſtehenden Seite, oder deren Verlängerung, heißt die 
Höhe des Dreiecks für dieſe Seite, welche dann Grund- 
linie genannt wird. 

Bei einem Parallelogramm heißt der normale Abſtand 
zweier parallelen Seiten die Höhe, und dann jede dieſer 
Seiten eine Grundlinie. 

Bei einem Trapez heißt der normale Abſtand der beiden 
parallelen Seiten die Höhe. 


§. 110. 

Werden Dreiecke, welche gleiche Höhe haben, mit ihren 
Grundlinien an eine gerade Linie gelegt, ſo liegen die dieſen 
Grundlinien gegenüberſtehenden Ecken in einer geraden Linie, 
welche parallel mit jener Linie iſt. Und legt man Paralle⸗ 
logramme, welche gleiche Höhe haben, mit ihren Grundlinien 
an eine gerade Linie, ſo fallen die dieſen Grundlinien gegen⸗ 
überſtehenden Seiten in eine gerade Linie, welche parallel iſt 
mit jener Linie. Dies folgt aus §. 106. Und umgekehrt, 
liegen Dreiecke, oder Parallelogramme, oder Dreiecke und 
Parallelogramme in der erwähnten Weiſe zwiſchen parallelen 
Linien, ſo haben ſie gleiche Höhen. 

§. 111. Lehrſatz. 

Parallelogramme, welche gleiche Grundlinien und gleiche 
Höhen haben, ſind einander gleich. - 

Beweis. Die Parallelogramme Fig. 32 ABDC und 
EFHG mögen die Grundlinien AB und EF gleich haben und 
die zu ihnen gehörigen Höhen. — Man denke die Paralle⸗ 
logramme mit ihren Grundlinien an die gerade Linie MN 
gelegt. Die den Grundlinien gegenüberſtehenden Seiten fal⸗ 
len dabei in eine gerade Linie CH, welche mit MN parallel 
iſt. Die Vierecke ACG E und BDHF find congruent, denn 
fie haben die Seiten Ac und BD gleich, ferner die Seiten 
AE und BF (jede dieſer Seiten iſt zuſammengeſetzt aus dem 
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Stück BE und einer der gleichen Grundlinien) und die Seiten 

EG und FH, auch die von dieſen Seiten gebildeten Winkel a 

und A, y und oͤ. Jedes dieſer Vierecke erſcheint zuſammen⸗ 

geſetzt aus dem Viereck BDGE und einem der Parallelo⸗ 

gramme; deshalb ſind die Parallelogramme einander gleich. 
§. 112. Lehrſatz. 

Haben ein Dreieck und ein Parallelogramm gleiche Grund⸗ 
linien und gleiche Höhen, ſo iſt das Dreieck die Hälfte des 
Parallelogramms. 

Beweis. Es mögen Fig. 33 die Grundlinien AB und 
EF einander gleich fein und die zu ihnen gehörigen Höhen. — 
Das Dreieck EFG werde durch die Linien EH und GH (die 
erſtere parallel mit FG, die andere parallel mit FE) zu dem 
Parallelogramm EFGH ergänzt. Die Parallelogramme ABCD 
und EF GH haben gleiche Grundlinien und gleiche Höhen, ſind 
daher einander gleich. Die Diagonale EG theilt das Paral- 
lelogramm EF GH in zwei congruente Dreiecke, deshalb iſt das 
Dreieck EFG die Hälfte von dieſem Parallelogramm, alſo auch 
die Hälfte vom anderen ABCD. 

§. 113. Lehrſatz. 

Dreiecke, welche gleiche Grundlinien und gleiche Höhen 
haben, ſind einander gleich. N 

Beweis. Denn jedes iſt die Hälfte von einem Paral⸗ 
lelogramme, das mit ihnen gleiche Grundlinie und gleiche 


öhe hat. 
7 7 5 §. 114. Lehrſatz. 

Zieht man durch einen beliebigen Punkt einer Diagonale 
eines Parallelogramms zwei Linien, die eine parallel mit der 
einen Seite, die andere parallel mit einer an jene ſtoßen⸗ 
den, ſo theilen dieſe Linien das Parallelogramm in vier 
Parallelogramme, und von den letzteren ſind die beiden ein— 
ander gleich, welche nicht von der Diagonale durchſchnitten 
werden. 

Beweis. Es ſei Fig. 34 die Linie EF parallel mit der 
Seite AB, und die Linie HG parallel mit der Seite AD. — 
Dann iſt EF auch parallel mit DC, und HG parallel mit BC. 
Daraus folgt, daß die Vierecke AHNE, HBFN, NF CG und 
ENGD Parallelogramme find. Und da die Dreiecke ABC 
und ACD einander gleich find, auch die Dreiecke AHN und 
ANE, eben fo die Dreiecke NFC und NCG, fo find die Paral⸗ 
lelogramme HBFN und ENGD einander gleich. 

115 


Bildet eine Linie AB Fig. 35 mit einer Linie CD irgend 
einen Winkel, und iſt die Linie BN normal auf CD, ſo ſoll 
3 * 
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das Stück AN die Projection der Linie AB auf der 
Linie CD genannt werden. 
§. 116. 

Iſt fernerhin geſagt, ein Rechteck ſei gebildet aus zweien 
Linien MN und P, fo iſt damit gemeint, das Rechteck ent⸗ 
halte dieſe Linien als zuſammenſtoßende Seiten. Dies Rechteck 
ſoll bezeichnet werden durch MN. PO. Das Quadrat, deſſen 
einzelne Seiten gleich einer Linie AB find, werden wir vor⸗ 
läufig bezeichnen durch ABT. 5 

§. 117. Lehrſatz. 

Bilden zwei Linien einen ſpitzen oder einen ſtumpfen 
Winkel, ſo ſind die beiden Rechtecke einander gleich, von denen 
das eine gebildet iſt aus der einen Linie und der Projection 
der anderen auf ihr, das zweite, aus der anderen Linie und 
der Projection der erſten auf ihr. 

Beweis. Es mögen, Fig. 36 und Fig. 37, AB und 
AC die beiden Linien fein; fie bilden in der erſten Figur einen 
ſpitzen, in der anderen einen ſtumpfen Winkel. Es ſei CD 
normal auf AB, und BE normal auf AC; dann iſt AD die 
Projection von AC auf AB, und AE die Projection von AB 
auf AC. Es ſei ferner All normal auf AB, und All gleich 
AB, fo iſt AHLD das Rechteck, welches gebildet iſt aus AB 
und der Projection von A0 auf AB; endlich ſei noch AG 
normal auf AC, und dabei AG gleich AC, und es iſt A6 FE 
das Rechteck, welches gebildet iſt aus AC und der Projection 
von AB auf AC. — Um zu zeigen, daß die beiden Rechtecke 
einander gleich find, denke man die Linien CH und BG. Die 
Dreiecke CAH und BAG find congruent; denn es find die 
Winkel CAH und BAG gleich, da jeder aus demſelben ſpitzen 
Winkel und einem rechten zuſammengeſetzt iſt, auch ſind die 
Seiten gleich, welche dieſe Winkel bilden, weil AH gleich AB 
und AG gleich AC gemacht wurde. Nimmt man für das 
Dreieck AHC und für das Rechteck AHLD die Seite AH als 
Grundlinie, ſo haben beide gleiche Grundlinien und gleiche 
Höhen; daher iſt das Dreieck AHC die Hälfte von dem Recht⸗ 
eck AHLD. Eben jo haben das Dreieck BAG und das Rechteck 
AG FE gleiche Grundlinien und gleiche Höhen, ſobald man für 
beide die Seite AG als Grundlinie nimmt; daher iſt das 
Dreieck BAG die Hälfte des Rechtecks AGFE. Die Dreiecke 
ſind aber congruent; alſo ſind die Hälften der Rechtecke gleich, 
und die Rechtecke ſelbſt. 

§. 118. Lehrſatz. 

Wird über jeder der Seiten eines rechtwinkligen Dreiecks 

ein Quadrat gedacht, ſo iſt das Quadrat über der Hypotenuſe 
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fo groß, wie die beiden Quadrate über den Katheten zuſam⸗ 
mengenommen. 

Beweis. Es ſei Fig. 38 BN normal auf AC. Man 
betrachte jedes der Quadrate über den Katheten als ein 
Rechteck, welches gebildet iſt aus der Kathete und der Pro⸗ 

jection der Hypotenuſe auf ihr (es iſt dieſe Projection der 
Kathete gleich), und es folgt aus dem vorigen Paragraph, 
daß das Quadrat BCLH gleich dem Rechteck COD NM ift, und 
das Sa ABGF gleich dem Rechteck AENM. Darin liegt 
der Satz. 

Dieſer Satz heißt der Pythagoräiſche Lehrſatz. 

§. 119. Lehrſatz. 

Das Quadrat der Seite eines Dreiecks, die einem ſpitzen 
Winkel gegenüberſteht, iſt gleich der Summe der Quadrate 
der beiden anderen Seiten, vermindert um das doppelte Recht⸗ 
eck, welches gebildet iſt aus der einen dieſer Seiten und der 
Projection der anderen auf ihr. 

Beweis. Das Dreieck ABC Fig. 39 habe bei B einen 
ſpitzen Winkel, die Linie Au ſei normal auf BC, die Linie 
CN normal auf AB, und BO normal auf A0. Es iſt zu 
zeigen, daß 

AC = ABA BCA - 2BC-· BM 
oder —= ABA BCA 2BA - BN ſei. 

Aus F. 117 folgt, daß die mit einerlei römiſchen Ziffern 
bezeichneten Rechtecke einander gleich ſind. Die Summe der 
beiden Quadrate über AB und BC iſt um die beiden mit III 
bezeichneten Rechtecke größer, als das Quadrat über 40. 
Folglich muß man um ACT zu erhalten, von ABA BC1 die 
beiden mit III bezeichneten Rechtecke ſubtrahiren, oder, da beide 
einander gleich find, das eine zweimal. Das Rechteck BH PM 
iſt aber einerlei mit BC. BM, und das Rechteck B6 N mit 
BA- BN, weil BH gleich BC, und BG gleich BA iſt. 

Bei Fig. 40 läßt ſich daſſelbe erkennen, wenn man die 
Rechtecke, welche mit denen in Fig. 39 einerlei Buchſtaben 
haben, noch durch dieſelben römiſchen Ziffern bezeichnet und 
darauf achtet, daß AC = AESO - DSO iſt. Endlich 
2 man ſich leicht, daß der Satz noch gilt, wenn 


B R iſt. 
§. 120. Lehrſatz. 

Das Quadrat der Seite eines Dreiecks, die einem ſtum— 
pfen Winkel gegenüberſteht, iſt gleich der Summe der Qua⸗ 
drate der beiden anderen Seiten, vermehrt um das doppelte 
Rechteck, welches gebildet iſt aus der einen dieſer Seiten und 
der Projection der anderen auf ihr. 
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Beweis. Es ſei in dem Dreieck ABC Fig. 41 der 
Winkel ABC ſtumpf; es ſei AM normal auf CM, CN nor⸗ 
mal auf AN, und 50 normal auf AC. Es iſt zu zeigen, daß 

ACA = AB1+BC1-+2BC-BM 
ober = ABı-+BC1-+2BA-BN jet. 

Jedes der Rechtecke CQSD und CMPL, ſei mit I be⸗ 
zeichnet, jedes der Rechtecke AOSE und ANVF mit II, jedes 
der Rechtecke BMPH und BNYVG mit III. Aus S. 117 folgt, 
daß die mit einerlei römiſchen Ziffern bezeichneten Rechtecke 
einander gleich ſind. Die Summe der beiden Quadrate über 
den Seiten AB und BC iſt um die beiden mit III bezeichne⸗ 
ten Rechtecke kleiner als das Quadrat über der Seite 40. 
Folglich muß man, um AC zu erhalten, zu ABA -+-BCa die 
beiden mit III bezeichneten Rechtecke addiren, oder, da beide 
einander gleich ſind, das eine zweimal. 


§. 121. Lehrſatz. 

Iſt das Quadrat einer Seite eines Dreiecks gleich der 
Summe der Quadrate der beiden anderen Seiten, ſo iſt der 
ihr gegenüberſtehende Winkel ein rechter Winkel. 

Beweis. Denn wollte man annehmen, dieſer Winkel 
wäre ſpitz, ſo müßte das Quadrat jener Seite gleich ſein der 
Summe der Quadrate der beiden anderen Seiten vermindert 
um das doppelte Rechteck, das gebildet iſt aus der einen die⸗ 
ſer Seiten und der Projection der anderen auf ihr; und wollte 
man annehmen, der Winkel wäre ſtumpf, ſo müßte das Qua⸗ 
drat jener Seite gleich ſein der Summe der Quadrate der 
beiden anderen Seiten, vermehrt um das doppelte Rechteck, 
welches gebildet iſt aus der einen dieſer Seiten und der Pro⸗ 
jection der anderen auf ihr. Und da beides der Voraus⸗ 
ſetzung widerſpricht, ſo kann der ihr gegenüberſtehende Winkel 
nur ein rechter ſein. 


§. 122. Lehrſatz. 

Iſt das Quadrat einer Seite eines Dreiecks kleiner als 
die Summe der Quadrate der beiden anderen Seiten, ſo ſteht 
jener Seite ein ſpitzer Winkel gegenüber. 

Der Beweis wird indirect geführt, wie der im vorigen 
Paragraph. 

§. 123. Lehrſatz. 

Iſt das Quadrat einer Seite eines Dreiecks größer als 
die Summe der Quadrate der beiden andern Seiten, ſo ſteht 
jener Seite ein ſtumpfer Winkel gegenüber. e 

Wird indirect bewieſen. 


8. 124. 125. Von der Gleichheit. 39 


§. 124. Lehrſatz. 

Die Summe der Quadrate zweier Seiten eines Dreiecks 
iſt gleich dem doppelten Quadrate der Verbindungslinie des 
Mittelpunkts der dritten Seite mit der gegenüberſtehenden Ecke, 
vermehrt um das halbe Quadrat der dritten Seite. 

Beweis. Es ſei Fig. 42 N die Mitte von A0. Wir 
haben zu zeigen, daß 

ABA BCA = 2BNI+ AC iſt. 

Die Linie BN ſteht entweder normal auf A0 oder ſchief. 

Steht ſie normal, ſo iſt nach dem Pythagoräiſchen Lehrſatz 

ö ABa = BNAN＋C-ANA 
und BCA = BNA -NCA 
folglich ABA ＋ BCA = 2BNA＋ ANA NC-N Cg. 
Iſt aber die Seite eines Quadrats die Hälfte von der Seite 
eines anderen Quadrats, ſo iſt das erſte Quadrat der vierte 
Theil vom anderen Quadrat, welches man ſogleich überſieht, 
wenn man vier congruente Quadrate ſo zuſammenſetzt, wie 
Fig. 43 es zeigt. Hieraus folgt, daß 

ANa - NCA = ACA 

und daher iſt ABA BCA = 2BNI+4ACI. 

Steht die Linie BN ſchief auf AC, fo denke man die 

Normale B0, und es iſt nach 8.119 
ABA = BNa ANA - 2AN· NO 
und nach §. 120 BC a = BNA NCC NC- NO 
woraus, weil die Rechtecke AN. NO und NC. NO congruent 
ſind, folgt 
AB BCA = 2BNa ,- AC. 


§. 125. 


Uebungen und Praktiſches. 

1) Wann nennt man Flächen gleich? 

2) Was iſt die Höhe eines Dreiecks, die Grundlinie? Wie 
viele Höhen und Grundlinien hat ein Dreieck? Was iſt 
die Höhe, was ſind die Grundlinien eines Parallelogramms? 
Was iſt die Höhe eines Trapezes? 

3) Wann ſind Parallelogramme gleich, wann Dreiecke? Wenn 
ein Dreieck und ein Parallelogramm gleiche Grundlinien und 
Höhen haben, wie ſind ſie beſchaffen? 

4) Haben gleiche Parallelogramme oder gleiche Dreiecke noth- 
wendig gleiche Grundlinien und gleiche Höhen? 

5) Wie ſind Parallelogramme oder Dreiecke beſchaffen, wenn 
ſie gleiche Grundlinien haben, aber ungleiche Höhen, oder 
wenn ſie gleiche Höhen haben, aber ungleiche Grundlinien? 
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6) Wenn gleiche Parallelogramme oder gleiche Dreiecke gleiche 
Grundlinien haben, wie ſind die Höhen beſchaffen? Oder 
wie die Grundlinien, wenn ihre Höhen gleich ſind? d 

7) Wem iſt das Quadrat der Hypotenuſe gleich? Wem iſt 
das Quadrat der Seite eines Dreiecks gleich, die einem ſpitzen 
Winkel gegenüberſteht? Wem iſt das Quadrat der Seite 
eines Dreiecks gleich, die einem ſtumpfen Winkel gegenüber⸗ 
ſteht? Gelten dieſe Sätze umgekehrt? Wie drückt ſich die 
Summe der Quadrate zweier Seiten eines Dreiecks aus? 

8) Die Summe der Quadrate der vier Seiten eines Paral- 
lelogramms iſt gleich der Summe der Quadrate der Dia⸗ 
gonalen. — Und die Summe der Quadrate der vier Seiten 
eines Vierecks iſt gleich der Summe der Quadrate der Dia⸗ 
gonalen vermehrt um das vierfache Quadrat der Verbin⸗ 
dungslinie der Mitten beider Diagonalen. Wie laſſen ſich 
dieſe Sätze erweiſen, und inwiefern iſt der erſte Satz eine 
Folge des letzten? 


Fünftes Kapitel. 
Von der Proportionalität der Linien und von der Aehnlichkeit. 


§. 126. 

Iſt eine gerade Linie AB das nfache einer geraden Linie 
CD, unter n eine ganze Zahl verſtanden, fo ſagt man, die 
Linie AB kann durch die Linie CD gemeſſen werden, und 
nennt die Linie CD einen aliquoten Theil der Linie AB. 

Kann eine gerade Linie AB durch eine gerade Linie CD 
gemeſſen werden, fo kann fie auch durch jeden aliquoten Theil 
der Linie CD gemeſſen werden. Jeder aliquote Theil der Li⸗ 
nie CD iſt alſo ein aliquoter 157 der Linie AB. 

12 


Es iſt nicht nothwendig, daß jede von zwei beliebigen ge⸗ 
raden Linien AB und CD gemeſſen werden kann durch eine 
dritte beliebige gerade Linie EF. Und da die Linie EF jede 
Linie repräſentirt, ſo iſt es möglich, daß es gar keine Linie giebt, 
durch welche jede der Linien AB und CD ſich meſſen ließe. 
Giebt es eine Linie, durch welche eine jede von zweien 
Linien AB und CD ſich meſſen läßt, fo ſagt man, die Linien 
AB und CD ſind commenſurabel; giebt es keine Linie, 
durch welche eine jede der Linien AB und CD gemeſſen wer⸗ 
den kann, jo ſagt man, die Linien AB und CD find in com- 
menſurabel. 
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Sind zwei Linien commenſurabel, ſo iſt immer die eine 
durch die andere, oder durch einen aliquoten Theil der an- 
deren meßbar. Sind dagegen zwei Linien incommenſurabel, 
ſo kann keine durch die andere, oder durch einen aliquoten 
Theil der anderen gemeſſen Be 

128 


Sind zwei Linien AB und CD commenſurabel, kann aber 
die eine, etwa AB, nicht durch die andere gemeſſen werden, 
ſondern bleibt, nachdem CD fo oft es angeht, auf AB getra⸗ 
gen iſt, zuletzt von AB ein Stück übrig, welches kleiner iſt 
als CD, fo giebt es immer einen aliquoten Theil von CD, 
durch welchen dies Stück meßbar iſt, und es läßt ſich dann 
durch eine gebrochene Zahl ausdrücken, wie AB aus CD er- 
halten werden kann. N 

Und umgekehrt, drückt eine gebrochene Zahl aus, wie eine 
Linie AB aus einer Linie CD erhalten werden kann, jo find 
die beiden Linien AB und . 

f 9 


Sind zwei Linien incommenſurabel, ſo kann nicht ver⸗ 
mittelſt einer ganzen oder gebrochenen Zahl die eine durch die 
andere ausgedrückt werden; denn die eine läßt ſich nicht aus 
der anderen oder einem aliquoten Theil der anderen zuſam⸗ 
menſetzen. 

Und umgekehrt, iſt eine Linie AB gleich n. CD, und iſt 
n eine irrationale Zahl, fo find die Linien AB und CD in⸗ 
commenfurabel; denn wären fie commenſurabel, jo müßte n 
eine ganze oder eine re en N ſein. 


Sind AB und CD zwei Linien, und iſt AB gleich n-CD, 
wobei en irgend eine ganze, gebrochene oder irrationale Zahl 
fein mag, fo nennt man die Linie CD die Einheit, die 
Zahlen das Maaß der Linie AB für dieſe Einheit, und den 
Ausdruck n-CD die Abmeſſung der Linie AB. 

In der Anwendung nennt man gewöhnlich CD das Maaß, und 
ſowohl die Zahl n, als den Ausdruck n. CD die Abmeſſung. 

Und man kann jetzt ſagen, commenſurable Linien ſind 
ſolche, welche eine gemeinſchaftliche Einheit haben, ſo daß ihre 
Maaße für dieſe Einheit ganze oder gebrochene Zahlen ſind, 
incommenſurable Linien dagegen ſolche, welche keine gemein⸗ 
ſchaftliche Einheit haben, ſo daß ihre Maaße für dieſe Einheit 
ganze oder gebrochene Zahlen en 

: 131. 

Sind zwei Linien einander gleich, ſo ſind für jede Ein⸗ 

heit ihre Maaße einander gleich, und umgekehrt, ſind für ir⸗ 
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gend eine Einheit die Maaße zweier Linien einander gleich, 
ſo ſind die Linien ſelbſt einander gleich. Sind zwei Linien 
ungleich, ſo ſind ihre Maaße ungleich, und umgekehrt. 

132 


Bei einfachen Rechnungen mit den Maaßen von Linien 
führt man nicht Buchſtaben des kleinen lateiniſchen Alphabets 
zur Bezeichnung derſelben ein, ſondern braucht die Bezeich⸗ 
nung der Linien zur Bezeichnung ihrer Maaße. Hat man 
z. B. die Maaße zweier Linien AB und CD mit einander zu 
multipliciren, fo bezeichnet man das Product durch AB. CD. 

Werden mit den Maaßen von Raumgrößen algebraiſche 
Operationen ausgeführt, ſo pflegt man der Kürze wegen zu 
ſagen, die Operationen werden mit den Raumgrößen ſelbſt 
ausgeführt. Zwei Linien mit einander multipliciren heißt 
demnach, ihre Maaße mit einander multipliciren. 


Das Verhältniß der Maaße zweier Linien iſt für jede 
Einheit daſſelbe. Verhalten ſich z. B. für irgend eine Ein⸗ 
heit die Maaße zweier Linien wie n:q, fo verhalten ſich für 
jede Einheit die Maaße der Linien wie ng. 

Verhalten ſich die Maaße zweier Linien AB und CD 
wie die Zahlen n und q, fo jagt man ſchlechthin, die Linien 
verhalten ſich wie dieſe Zahlen, und drückt das aus durch 
die Proportion AB: CD =.n:q. 

Verhalten ſich zwei andere Linien EF und GH ebenfalls wie 
die Zahlen n und q, fo ſagt man, die Linien AB und CD 
verhalten ſich wie die Linien EF und GH, und ſchreibt 

AB: CD = EF: GH. 
Und werden hier ſtatt der Linien ihre Maaße gedacht, ſo hat 
man eine richtige Zahlen-Proportion. 

Die Zahlen ng in dem Verhältniſſe n:q können immer als 
ganze oder irrationale betrachtet werden; denn iſt die eine oder jede 
von ihnen ein Bruch, ſo läßt ſich durch Multiplikation jenes Verhält⸗ 
niſſes im Dividend und Divifor der Nenner jedes ſolchen Bruches be- 


ſeitigen. 
§. 134. Lehrſatz. 

Sind zwei gerade Linien von mehreren parallelen Linien 
durchſchnitten und ſind die Stücke gleich, welche je zwei be⸗ 
nachbarte Parallelen von der einen jener Linien abſchneiden, 
ſo ſind auch die Stücke gleich, welche ſie von der anderen 
abſchneiden. 

Beweis, Es mögen Fig. 44 die Stücke der Linie EH 
einander gleich fein. — Um zu zeigen, daß die beiden belie⸗ 
bigen Stücke AB und CD der Linie AD einander gleich find, 
ziehe man By parallel mit HE, und D0 parallel mit HE. 


§. 135. Von der Proportionalität der Linien ꝛc. 43 


Die Vierecke BVEF und DOG H find Parallelogramme; des⸗ 
halb ſind die gegenüberſtehenden Seiten derſelben einander 
gleich, und da EF gleich GH ift, fo folgt, daß VB gleich OD 
ſei. Die Dreiecke ABV und CD00 find congruent; denn fie 
haben die Seiten VB und QD gleich, die Winkel ABV und 
CDO als Gegenwinkel der parallelen Linien VB und OD (AD 
als durchſchneidende Linie genommen), und die Winkel VAB 
und OC als Gegenwinkel der parallelen Linien VA und OC. 
Aus der Congruenz dieſer Dreiecke folgt die Gleichheit der 
Stücke AB und CD. Ebenſo kann gezeigt werden, daß je⸗ 
des andere Stück der Linie AD gleich iſt dem Stück CD. 
§. 135. Lehrſatz. 

Sind zwei gerade Linien von mehreren parallelen Li⸗ 
nien durchſchnitten, ſo verhalten ſich zwei beliebige Stücke 
der einen jener beiden Linien wie die beiden Stücke der an⸗ 
deren, welche mit den Stücken der erſteren durch dieſelben 
parallelen Linien abgeſchnitten werden. 

Beweis. Es mag gezeigt werden, daß Fig. 45 ſich 


verhält 
AB:CD = EF: GU. 

1) Die beiden Stücke AB und CD ſeien commenſurabel. — 
Man denke ihre gemeinſchaftliche Einheit auf ihnen abgetra⸗ 
gen, und durch jeden Theilpunkt eine Linie parallel mit AE. 
Enthält das Stück AB n Einheiten, das Stück CD q Einhei⸗ 
ten, ſo theilen die durch die Theilpunkte gehenden parallelen 
Linien nach dem vorigen Paragraph das Stück EF in n, und 
das Stück GH in q Theile, welche alle unter ſich gleich find. 
Und da AB: CD = n: q, auch EF: GH = n: q, fo verhält ſich 

AB: CD = EF:GH. f 

2) Es ſeien die Stücke AB und CD incommenſurabel. — 
In dieſem Fall läßt ſich darthun, daß nicht, die Maaße der 
Linien verſtehend, 

AB _ EF 


CD = GH 
fein kann, und dann verhält fich 
AB: CD = EF: Gl. 
Man nehme vorläufig an, es ſei 
AB EF 
CD” 61 
Bei dieſer Annahme iſt ein Stück GM denkbar, kleiner als 
GH, und fo, daß 
AB EF 


Db G 


ANA N 7 1 
V V VVVV. 
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f 1 ; 
Man ſtelle fich eine Zahl n vor, fo groß, daß er EF kleiner 


als HM ift, trage das Stück 4 Er von G aus nach H hin 
ab, bis ein Theilpunkt P zwiſchen H und M fällt, welches 
geſchehen muß, da EF kleiner als HM iſt, und ziehe die 
Linie PO parallel mit EA. Die Linien EF und GP haben 
die gemeinſchaftliche Einheit * EF; daher iſt nach dem erſten 
Theil des Beweiſes: | 

AB _ ER, 

cQ 655 
Die obere Gleichung werde 5 dieſe dividirt, das liefert 

N C0 P 


CD GM 
Die letzte Gleichung iſt unrichtig, denn der erſte Quotient iſt 
echt, der andere unecht. Die letzte Gleichung iſt aus einer 
Verbindung der beiden vorſtehenden Gleichungen hervorgegan⸗ 
gen, von welchen die erſtere auf einer bloßen Annahme be⸗ 
ruht, die andere gegründet iſt; daher iſt die erſte Gleichung 
falſch und die Annahme, welche ſie geliefert hat; d. h. es 
kann nicht 
AB EF 
CD” GH 
fein. Eben fo zeigt man, daß nicht 
- AB EE 
CD 6H 
iſt; und dann tritt die Behauptung ein. 
§. 136. Lehrſatz. 
Verhält ſich Fig. 45 
AB:BD EF: FH 
und find die Linien AE und BF parallel, fo iſt auch die 
Linie DH parallel mit ihnen. 
Beweis. Man nehme an, eine von D aus parallel 
mit AE gedachte Linie treffe die Linie EF in einem Punkt N; 
dann verhält ſich nach dem vorigen Paragraph 
AB: BD = EF: FN. 
Aus dieſer Proportion und der vorausgeſetzten folgt, daß FN 
gleich FH ift. Der Punkt N fällt daher mit dem Punkte H, 
die Linie DN mit der Linie DH zuſammen, und da DN mit 
AE parallel iſt, fo iſt es auch DH. 
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F. 137. Lehrſatz. f 

Sind Fig. 46 die Linien BD und CE parallel, fo ver⸗ 

hält ſich 1) AB: BC = AD: DE 
2) AC: AB = AE: AD 
3) AC: BC = AE:DE. 

Beweis. Man denke durch A eine Linie, parallel mit 
den parallelen Linien BD und CE, und es folgen die Pro- 
portionen aus $. 135. 

Anmerkung. Durch das Vertauſchen der inneren Glie- 
der dieſer Proportionen erhält man die gleichbedeutenden 

1) AB: AD = BC: DE 
2) AC: AE = AB: AD 
3) AC: AE = BC: DE. 

Man thut wohl, die Proportionen in beiden Geſtalten dem 
Gedächtniß einzuprägen. Sie kommen ſehr oft in Anwendung. 
§. 138. Lehrſatz. 

Verhält ſich in Fig. 46 

AB: BC = AD: DE 
oder Ac: AB = AE: AD 
oder AC: BC = AE: DEE 
fo find die Linien BD und CE parallel. 

Beweis. Man denke durch A eine Linie, parallel mit 
der einen von den Linien BD und CE, und es folgt aus 
§. 136. daß BD und CF parallel find, 

$. 139. Lehrſatz. 

Iſt Fig. 46 BD parallel mit CE, fo findet die Propor⸗ 


tion Statt: 

AE: AD = CE: BD 
und die gleichbedeutende 
AC: AB = CE: BD. 

Beweis. Denn wird DN parallel A0 gedacht, fo hat 


man nach F. 137 
AE: AD = CE: N 
und da BDNC ein Parallelogramm iſt, fo iſt CN gleich BD. 
Anmerkung. Das Vertauſchen der inneren Glieder 


liefert hier 
AE: CE = AD: BD 
AC: CE = AB: BD. 
§. 140. Zuſatz. 

Wenn eine der Proportionen des vorigen Paragraphen 
Statt findet, fo ſind nicht nothwendig die Linien BD und CE 
parallel. Es können nämlich von dem Punkt C aus zwei 
Linien CE und Co gedacht werden, welche einander gleich 
ſind und nicht zuſammenfallen. 
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§. 141. Lehrſatz. 
Sind Fig. 46 die Linien BD und CE parallel, und ver⸗ 
hält ſich AC: AB CE: BD 2 
ſo liegen die drei Punkte A, D, E in gerader Linie. 
Beweis. Durch die Punkte A und D werde eine ge⸗ 
rade Linie gedacht. Der Punkt, in welchem fie die Linie CE 
ſchneidet, ſei durch V bezeichnet. Nach 8. 139 verhält ſich 
AC: AB = CV: BD. 


Aus dieſer Proportion und aus der, welche vorausgeſetzt wor⸗ 
den, folgt, daß CE gleich CV iſt. Deshalb liegt der Punkt 
E in dem Punkte V, alſo mit A und D in gerader Linie. 


§. 142. 
Die Sätze in den Paragraphen 137 bis 141 gelten auch 
bei Fig. 47, welches beſonders zu beachten iſt. 
8. 143. Lehrſatz. 
f . ee Linie BN Fig. 48 den Winkel ABC in zwei 
eiche Theile, ſo verhält ſi 
; f a 2 AB: BC. 

Beweis. Man denke BC verlängert, und die Ver⸗ 
längerung 30 gleich der Seite BA gemacht. Die Winkel 
4 und 5 find einander gleich, und da der Winkel ABC als 
äußerer Winkel gleich & P iſt oder gleich 2c, fo muß feine 
Hälfte „ gleich @ fein. Aus der Gleichheit dieſer Winkel 
folgt, daß die Linien BN und OA parallel find, Es verhält 


ſich daher 
> AN: NC OB: BC 
oder, da OB und AB einander gleich find, 
a AN:NC = AB: BC. 
§. 144. Lehrſatz. 
Iſt Fig. 48 der Punkt N ſo gewählt, daß die Proportion 


Statt findet: 
i AN: NC = AB: BC 
fo theilt die Linie BN den Winkel ABC in zwei gleiche Theile, 
Beweis. Man mache B0 gleich BA; dann verhält ſich, 
wegen der vorausgeſetzten Proportion, 
BE AN: NC = QB:BC 
die Linien AQ und BN find deshalb parallel; folglich iſt 7 
1 ö gleich A, und da à gleich / iſt, fo iſt auch 


7 8 

ö 8. 145. 
Zwei necke nennt man ähnlich, wenn die Seiten des 
einen ſich zu einander verhalten wie die Seiten des anderen, 
wenn die Winkel des einen gleich ſind den Winkeln des an⸗ 
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deren, und wenn die Seiten und Winkel in dem einen eben 
ſo zu einander liegen wie im anderen. 
So würden die beiden Fünfecke Fig. 49 ähnlich ſein, 
wenn die fortlaufende Proportion Statt fände: 
AB: BC: CD: DE: AE = FG: GH: HL: LM: FM 
und wenn = g, = d, e = ꝙ, O =, und 4 = 1 wäre. 
Wenn die fortlaufende Proportion 
AB: BC: CD: DE: = FG: GH: HL: LM: 
Statt findet, ſo ſind die Quotienten 
AB BC CD DE 
FG GH HL LM 
einander gleich, und umgekehrt, wenn dieſe Quotienten einan⸗ 
der gleich ſind, ſo findet die fortlaufende Proportion Statt. 
In der fortlaufenden Proportion liegen nämlich die Pro⸗ 


portionen 

AB: BC = FG: GH 

AB:CD = FG: HL 

AB: DE = FG: LM u. ſ. w. 
und vertauſcht man bei ihnen die inneren Glieder, ſo ergiebt 
ſich die Gleichheit jener Quotienten, und umgekehrt, es folgen 
aus der Gleichheit der Quotienten dieſe Proportionen, welche 
dann wieder die fortlaufende Proportion liefern. 


Iſt nun 


ſo nennen wir die Zahlen p und q die Verhältnißzahlen 
der Seiten, das Verhältniß p:q das Seitenverhältniß 
der ähnlichen Figuren; und irgend eine Seite AB der einen 
Figur und die FG der anderen, welche ſich verhalten wie p: q, 
nennt man gleichliegende Seiten. 
Das Zeichen der Aehnlichkeit iſt: 
W 


Die Erklärung von der Aehnlichkeit iſt zunächſt unſtatthaft, weil ſie 
zwei Bedingungen aufſtellt, und es möglich wäre, daß die eine die andere 
ausſchlöſſe. Sie wird indeß im folgenden Paragraph und in 8. 155 ge- 


rechtfertigt. 
§. 146. Lehrſatz. 

Durchſchneidet eine gerade Linie ein Dreieck, parallel mit 
einer Seite deſſelben, ſo iſt das durch ſie abgeſchnittene Dreieck 
dem urſprünglichen Dreieck ähnlich. 

Beweis. Es ſei Fig. 46 BD parallel mit CE, dann 
verhält ſich AB: BD = AC: CE 
und AB: AD = AC: AE 
alſo AB: BD: AD = AC: CE: AE 
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und da die Dreiede ABD und ACE auch alle Winfel gleich 
haben, jo find fie ähnlich. 
§. 147. Lehrſatz. 

Zwei Dreiecke ſind ähnlich, wenn zwei Seiten des einen 
ſich verhalten wie zwei Seiten des anderen, und wenn die 
Winkel gleich ſind, welche dieſe Seiten bilden. 

Beweis. Es ſei Fig. 50 AB: BC = DE: EF, und « 
gleich FD. — Man lege die Dreiecke fo aufeinander, daß die 
gleichen Winkel ſich decken. Wegen der vorausgeſetzten Pro— 
portion werden die Linien DF und AC parallel. Daraus folgt 
die Aehnlichkeit der Dreiecke nach dem vorigen Paragraph. 

§. 148. Lehrſatz. 

Dreiecke ſind ähnlich, wenn ſie zwei Winkel beziehlich 
gleich haben. 

Beweis. Es ſeien Fig. 50 die Winkel æ und F ein- 
ander gleich, auch die Winkel y und d. — Man lege die 
Dreiecke fo auf einander, daß die gleichen Winkel e und A 
ſich decken. Da y gleich zͤ ift, werden die Linien DF und 
AC parallel; und daraus erhellet die Aehnlichkeit der Dreiecke 


nach §. 146. 
§. 149. Lehrſatz. 
Dreiecke ſind ähnlich, wenn die drei Seiten des einen 
ſich verhalten wie die drei Seiten des anderen. 
Beweis. Es verhalte ſich Fig. 50 
AB: AC: BC = DE: DF: EF a 
Man nehme das Stück AN gleich der Seite DE, und 40 
gleich DF. Nach der Vorausſetzung verhält ſich 
i N AB:AC = DE:DF 
alſo auch AB: AC = AN: AO 
deshalb iſt die Linie NO parallel mit der Linie BC, und da⸗ 
her das Dreieck AN dem Dreieck ABC ähnlich. Es ver⸗ 
hält ſich auch 
AN: NO = AB: BC 
und, wegen der Vorausſetzung, 
DE: EF = AB: BC 
weil aber AN gleich DE iſt, fo folgt aus beiden Proportio⸗ 
nen, daß die Linie NO gleich der Linie EF ſei. Die beiden 
Dreiecke DEF und ANQ haben alſo die drei Seiten bezieh— 
lich gleich, und find congruent; und da die Dreiecke ANQ und 
ABC ähnlich find, fo find es auch die Dreiecke DEF und ABC. 
§. 150. Lehrſatz. 
Dreiecke ſind ähnlich, wenn zwei Seiten des einen ſich 
verhalten wie zwei Seiten des anderen, wenn die Winkel 
gleich ſind, welche den einen dieſer Seiten gegenüberliegen, 
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und wenn die Summe der Winkel, welche den anderen gegen⸗ 
über liegen, mehr oder weniger beträgt, als einen geſtreckten 
Winkel. 
Beweis. Es mag Fig. 50 ſich verhalten: 
AC: AB = DF: DE 


es ſei a gleich 8, und „o größer oder kleiner als ein ge⸗ 
ſtreckter Winkel. 

Man nehme AN gleich der Seite DE, und 40 gleich 
der Seite DF. Wegen der vorausgeſetzten Proportion iſt 
die Linie NO parallel mit BC, daher das Dreieck AN ähn⸗ 
lich dem Dreieck ABC. Der Winkel AN iſt gleich dem Win⸗ 
kel &, und der Winkel A0 N gleich 7. Die Dreiecke AN 
und DEF haben demnach zwei Seiten beziehlich gleich, die 
Winkel AN und A, welche den einen dieſer Seiten gegen⸗ 
überliegen, und die Summe der Winkel A0 N und oͤ, die 
den anderen gegenüberliegen, iſt größer oder kleiner als ein 
geſtreckter Winkel. Hieraus folgt die Congruenz der Dreiecke 
AON und DEF; und da das eine AN dem Dreieck ABC 
ähnlich iſt, fo iſt auch das andere DEF ihm ähnlich. 

. 151. Zuſatz. 

Dreiecke find ähnlich, wenn zwei Seiten des einen ſich 
verhalten wie zwei Seiten des anderen, und wenn ſie die 
Winkel gleich haben, welche den größeren dieſer Seiten ge- 
genüberſtehen. 

§. 152. 

Sind die beiden Dreiecke ABC und DEF Fig. 50 ähn⸗ 
lich, und legt man ſie ſo auf einander, daß die gleichen Win⸗ 
kel a und F ſich decken, jo werden die beiden Seiten DF 
und AC parallel, (vorausgeſetzt nämlich, daß die Seite DE 
in die Seite AB gebracht werde, wenn ſich AB: BC = DE: EF 
verhält). Daraus erſieht man leicht, daß wenn zwei Dreiecke 
ähnlich ſind, zwei Seiten des einen ſich jedesmal verhalten wie 
die beiden Seiten des anderen, welche mit den erſteren gleichen 
Winkeln gegenüber ſtehen; überhaupt, daß in ähnlichen Drei⸗ 
ecken gleichliegenden Seiten gleiche Winkel gegenüberſtehen, und 
gleichen Winkeln gleichliegende Seiten. 

§. 153. Lehrſatz. 

Bei ähnlichen Dreiecken verhalten ſich gleichliegende Grund⸗ 
linien wie die zugehörigen Höhen. 

Beweis. Es ſeien Fig. 51 die Dreiecke ABC und DEF 
ähnlich, und es verhalte ſich 
AC: DF = AB: DE. 

Es ſei ferner BN normal auf AC und EO normal auf DF. — 
Die Dreiecke ABN und DEO ſind ähnlich, denn ſie haben die 
Wolff's Geometrie. 1. Th. 7te Aufl. 4 
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Winkel @ und 5 gleich, und jedes enthält einen rechten Win⸗ 
kel (8.148) ; daher verhält ſich 

AB: DE = BN: EO. 
Aus beiden Proportionen folgt 

AC: DPF = BN: EO. 

Höhen, welche zu gleichliegenden Seiten ähnlicher Drei⸗ 
ecke gehören, mögen gleichliegende Höhen genannt werden. 
Dann läßt ſich der Satz allgemeiner dahin ausſprechen: 
Gleichliegende Höhen ähnlicher Dreiecke verhalten ſich wie 
gleichliegende Seiten. Man hat nämlich 

BN: EO = AC:DF = AB: DE = BC: EF. 
§. 154. Lehrſatz. 

Jede Kathete iſt mittleres Proportionalglied zu ihrer 
Projection auf der Hypotenuſe und der Hypotenuſe ſelbſt; 
und die Normale von der Spitze des rechten Winkels eines 
rechtwinkligen Dreiecks auf die Hypotenuſe gefällt, iſt mittleres 
Proportionalglied zu den Stücken der Hypotenuſe, in welche 
ſie dieſelbe theilt. 

Beweis. Es fer Fig. 52 das Dreieck ABC bei B recht⸗ 
winklig, und BN normal auf AC. Das Dreieck ABN ift dem 
Dreieck ABC ähnlich, denn jedes hat einen rechten Winkel und 
den Winkel a; daher verhält ſich 

AN: AB = AB: AC. 
Ferner find die Dreiecke NBC und ABC ähnlich; deshalb ver⸗ 


hält ſich 
NC: BC = BC: AC. 
Endlich ſind die Dreiecke ABN und NBC ähnlich, denn jedes 
iſt rechtwinklig, und die Winkel c und A find gleich, weil 
jeder den Winkel 7 zu einem rechten ergänzt; man hat da⸗ 
her noch 
AN: NB NB: NC. 
§. 155. Lehrſatz. 
Sit Fig. 49 B/C = BC, C’D'+CD, DELE DE, fo find 
die nede ABC DE“ und ABCD E ähnlich. 
Beweis. Denn es iſt 
AB':AB=AC:AC=AD:AD=.... 
daher B/C: BC OD: CD DET: DE 
und außerdem haben die necke alle Winkel gleich. 


§. 156. Lehrſatz. 

Sind zwei necke ähnlich, und zieht man aus gleichliegen⸗ 
den Ecken alle Diagonalen, ſo ſind die Dreiecke, welche bei 
dem einen neck entſtehen, einzeln ähnlich den Dreiecken, die bei 
dem anderen hervorgehen. 
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Beweis. Es ſeien Fig. 49 die necke ABCDE und 
FGHLM ähnlich. Den Seiten AB, BC, CD, .. mögen die 
Seiten FG, GH, HL, .. entſprechen; die Ecken A und F 
ſind dann gleichliegende. — 


Es verhält ſich 

AB: BC = FG: GH ! 
und die Winkel > und J find gleich, daraus folgt die Aehn⸗ 
lichkeit der Dreiecke ABC und FGH nach 8, 147. — Wegen 
der Aehnlichkeit dieſer Dreiecke verhält ſich 

AC: FH = BC: GH 
und weil auch CD: HL = BC: GH 
ſo hat man AC: FH = CD: HL. 
Ferner ſind wegen der Aehnlichkeit jener Dreiecke die Winkel 
BCA und GHF gleich, und da & gleich iſt, fo iſt der Win⸗ 
kel ACD gleich dem Winkel FHL. Aus der Gleichheit dieſer 
Winkel und aus der letzten Proportion folgt die Aehnlichkeit 
der Dreiecke ACD und FHL. — Eben fo kann man zeigen, 
daß die nächſten Dreiecke ähnlich ſind, und dann wieder die 
nächſten u. ſ. w. 


§. 157. 
Daher verhalten ſich bei ähnlichen necken gleichliegende 
Diagonalen wie gleichliegende Seiten. 


§. 158. Lehrſatz. 

Die Umfänge ähnlicher necke verhalten ſich wie gleichlie- 
gende Seiten, oder wie gleichliegende Diagonalen. 

Beweis. Es ſeien die necke Fig. 49 ähnlich, die Seiten 
AB, BC, CD, . . gleichliegend den Seiten FG, GH, HL, 
alſo die Quotienten 

AB BC CD DE 


FG Gl HL m" ſ. w. 
einander gleich; dann verhält ſich nach einem bekannten arith⸗ 
metiſchen Geſetz N 
AB+BC+CD-+-DE-+.--:FG+GH-+HL--LM-+-.-—= AB:FG 
und es iſt AB: FG = AC: Fl. 


§. 159. 

1) Durch einen Punkt A ſei eine unendliche gerade Linie 
gelegt, und auf ihr ein Punkt B beliebig angenommen. Auf 
derſelben Linie läßt ſich jedesmal noch ein Punkt B’ nehmen, 
ſo daß ſich verhält 

AB: AB! n: q. 

Es iſt aber die Linie durch den Punkt A in zwei Theile ge⸗ 
theilt, und man kann den Punkt B' entweder auf dem Theil 
4 * 
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nehmen, welcher B enthält, oder auf dem, der B nicht ent⸗ 
hält. Die Punkte B und 5“ heißen entſprechende Punkte 
in Bezug auf den Punkt A und das Verhältniß n:q; der 
Punkt A heißt Aehnlichkeitspunkt, Symmetralpunkt, 
Projectionspunkt, das Verhältniß n: heiße Grund⸗ 


verhältniß. Den Punkt A nennt man beſonders äuße⸗ 


ren Aehnlichkeitspunkt, und die Punkte B und B’ äußere 
entſprechende Punkte, jeden den äußeren entſprechenden Punkt 
des anderen, wenn die Punkte auf demſelben Theil der ge= 
raden Linie (auf einerlei Seite von A) liegen; dagegen nennt 
man A den inneren Aehnlichkeitspunkt, und die Punkte B 
und B innere entſprechende Punkte, jeden den inneren ent⸗ 
ſprechenden Punkt des anderen, wenn die Punkte B und B! 
nicht auf demſelben Theil der geraden Linie (zu entgegenge⸗ 
ſetzten Seiten von A) liegen. 

Zu einem Punkte B beſteht nur ein äußerer und ein in⸗ 
nerer entſprechender Punkt B' in Bezug auf denſelben Aehn⸗ 
lichkeitspunkt A und daſſelbe Grundverhältniß. 

2) Durch einen Punkt A Fig. 53 oder Fig. 54 denke man 
beliebig viele unendliche gerade Linien, nehme auf ihnen Punkte 
B, C, D, E, F, G beliebig an, und faſſe dieſe Punkte als 
eine Gruppe, ein Syſtem von Punkten auf. 

Zu jedem Punkte B, C, D. .. dieſer Gruppe denke man 
den äußeren entſprechenden Punkt Fig. 53, oder den inneren 
Fig. 54, für daſſelbe Grundverhältniß n:q und denſelben 
äußeren oder inneren Aehnlichkeitspunkt A. Dadurch ent⸗ 
ſteht eine zweite Gruppe, ein zweites Syſtem von Punkten 
B/, C', D'. ... . Beide Gruppen heißen entſprechende 
Gruppen, entſprechende Syſteme für den Aehnlichkeits⸗ 
punkt A und das Grundverhältniß n:q, und zwar äußere 
entſprechende Gruppen, oder innere, je nachdem je zwei ent⸗ 
ſprechende Punkte derſelben äußere entſprechende Punkte ſind, 
oder innere. 

Jede gerade Linie, welche durch einen Aehnlichkeitspunkt 
geht, mag Aehnlichkeits ſtrahl, Projections ſtrahl, 
ſchlechthin Strahl genannt werden. 

160. 

1) Sind B und C zwei Punkte eines Syſtems, welche 
nicht auf demſelben Strahl liegen, Fig. 53 oder Fig. 54, ˙ 
und C die jenen entſprechenden Punkte des entſprechenden 
Syſtems, fo find die Linien BC und B’C’ parallel. 

Nach §. 138 und $, 142. 

Befinden ſich zwei Punkte C und D, oder B und F, 
eines Syſtems auf demſelben Strahl, ſo liegen die entſpre⸗ 
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chenden Punkte C' und D', oder B' und F’ auf dem nämlichen 
Strahl, und die Linien CD und C’D’, oder BF und B’F’ fal⸗ 
len mit jenem Strahl, alſo ſelbſt zuſammen. 

2) Das Grundverhältniß zweier Syſteme ſei n:qg. Man 
denke irgend zwei Punkte des erſten Syſtems durch eine ge- 
rade Linie verbunden, die entſprechenden Punkte des zweiten 
Syſtems gleichfalls durch eine gerade Linie verbunden, und 
es verhalten ſich dieſe Linien wie das Grundverhältniß n:q. 

Liegen die zwei Punkte des erſten Syſtems auf verſchie⸗ 
denen Strahlen, wie etwa B und C Fig. 53 oder Fig. 54, fo 
find nach 1) die Linien BC und B’C' parallel, und man hat 
nach §. 139 oder §. 142 

BC: B/C n: q. 
Befinden ſich die zwei Punkte des erſten Syſtems auf dem⸗ 
ſelben Strahl und auf einer Seite vom Aehnlichkeitspunkt, 
wie etwa C und D, ſo hat man 


AC: AC n: 
AD: AD! n: q 
alſo AD - AC: AD AC De n: 
d. h. CD: CD/ n:. 


Und liegen die Punkte, wie B und F, zu verſchiedenen Seiten 
des Aehnlichkeitspunktes, ſo hat man 
AB: AB! n: 
AF: AF! n: d 
alſo AB AF: AB! N- AF! = n: 
d. h. BF: BF! n: q. 

3) Legt man durch zwei dem Grundverhältniß n:q äu⸗ 
ßerlich oder innerlich entſprechende Punkte B und B' irgend 
zwei parallele Linien BX und BX“, und nimmt auf der einen 
BX einen Punkt X beliebig, ſo liegt der Punkt X’, welcher 
jenem X nach demſelben Grundverhältniß beziehlich äußerlich 
oder innerlich entſpricht, auf der anderen Linie BV. 

Denn zieht man den Strahl AX und bezeichnet X’ feinen 
Durchſchnittspunkt mit der Linie BX“, fo verhält ſich 

AX: Ax = AB: AB n: q. 

4) Legt man durch zwei dem Grundverhältniß n:q ent⸗ 
ſprechende Punkte B und B’ zwei parallele Linien BX und 
BX“, die ſich verhalten wie n:q, und die nach gleicher Nich- 
tung zu denken find, wenn B und B' ſich nach außen ent⸗ 
ſprechen, und nach entgegengeſetzten Richtungen, wenn B und 
B“ ſich nach innen entſprechen, fo find die Punkte X und X. 
beziehlich äußere oder innere entſprechende Punkte nach dem 
Grundverhältniß n:. 

Nach §. 141 und 8. 142. 
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5) Liegen drei Punkte B, C, D eines Syſtems in gerader 
Linie, fo liegen die entſprechenden Punkte B', C', D' des ent⸗ 
ſprechenden Syſtems gleichfalls in gerader Linie. 

Nach 1) iſt die Linie B’C’ parallel mit der Linie BCD, 
und die Linie B'D' auch parallel mit der Linie BCD. Es 
fallen alſo nach §. 43 dle Linien B’C’ und B’D’ zuſammen und 
dann befinden ſich B', C', D' in gerader Linie. — Und liegen 
die Punkte B, C, D in einem und demſelben Strahl, ſo be⸗ 
finden ſich die Punkte B', C', D' in dem nämlichen Strahl, 
alſo in gerader Linie. 


§. 161. 

Wenn jeder Punkt einer geraden oder krummen Linie 1 
als zu einem Syſtem gehörig angeſehen wird, und jeder Punkt 
dieſer Linie ſeinen entſprechenden Punkt auf einer zweiten Li⸗ 
nie !“ hat (wobei zugleich jeder Punkt der zweiten Linie feinen 
entſprechenden Punkt auf der erſten Linie findet), ſo nennt man 
ſolche Linien ent ſprechende Linien. 


§. 162. 

1) Einer geraden Linie eines Syſtems entſpricht eine 
gerade Linie im anderen Syſtem. Geht die eine der Linien 
durch den Aehnlichkeitspunkt, ſo geht auch die andere durch 
den Aehnlichkeitspunkt, und die Linien fallen zuſammen; geht 
die eine nicht durch den Aehnlichkeitspunkt, ſo geht auch die 
andere nicht durch den Aehnlichkeitspunkt, und die Linien ſind 
parallel. 

Nach §. 160 5) und 1). 

2) Zweien parallelen Linien des einen Syſtems entſpre⸗ 
chen zwei parallele Linien des anderen Syſtems, wie leicht zu 
zeigen iſt. 

3) Zweien geraden Linien eines Syſtems, welche ſich unter 
einem Winkel @ ſchneiden, entſprechen zwei gerade Linien des 
anderen Syſtems, die ſich unter gleichem Winkel & ſchneiden, 
und die Durchſchnittspunkte der Linien ſind entſprechende Punkte 
der Syſteme. 

Die Linien des einen Syſtems ſeien BC und DF, die 
entſprechenden des anderen B'C und DF. Da BC und BC 
parallel find, eben fo DF und D'F“, fo find nach §. 44 die 
Winkel gleich, welche von den Linien gebildet werden. — Der 
Durchſchnittspunkt von BC und DF ſei N. Da N in BC 
liegt, jo befindet ſich fein entſprechender Punkt N’ in B'C', 
da ferner N zugleich in DF liegt, jo befindet ſich N’ zugleich 
in D'F', folglich iſt N’ den Linien B’C’ und DF gemein, alſo 
ihr Durchſchnittspunkt. 
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Beliebig vielen Linien eines Syſtems, welche ſich in 
einem Punkt unter beliebigen Winkeln ſchneiden, entſprechen 
eben ſo viele Linien im anderen Syſtem, welche ſich in dem 
entſprechenden Punkt unter denſelben Winkeln ſchneiden. 

Zweien Strahlen, als Linien eines Syſtems betrachtet, 
entſprechen dieſelben Strahlen als Linie des anderen Syſtems, 
und der Aehnlichkeitspunkt, als Durchſchnittspunkt, entſpricht 
ſich ſelbſt. 

4) Zwei ſich entſprechende nede ſind ähnlich. 

Denn ihre Winkel ſind nach 3) beziehlich gleich, und ihre 
Seiten ſtehen nach §. 160 2) in einerlei Verhältniß. 

5) Aehnliche necke können in ſolche Lage gebracht werden, 
daß ſie ſich äußerlich entſprechen, auch in ſolche, daß ſie ſich 
innerlich entſprechen. 

Man denke zwei ähnliche Figuren DEFG - - - - und 
D’E’F'G' . . ..; ihr Seitenverhältniß ſei p:q. Die Figuren 
laſſen ſich immer ſo legen, daß zwei gleichliegende Seiten DE 
und D'E' Fig. 53 parallel find und die folgenden EF und 
E'F“ gleich gerichtet. Man denke die Linien DD’ und EB“, 
ihr Durchſchnittspunkt ſei A. Es verhält ſich alsdann 

AD: AD! = DE: DE! = p:q 

und f AE: AE! S p: q. 

Es find demnach die Punkte D und D', E und E entfpre- 
chende Punkte in Bezug auf A als äußeren Aehnlichkeitspunkt 
und das Grundverhältniß p:q. — Es find die Winkel DEF 
und DEF“ gleich, auch die Winkel DEA und D’E’A, folglich 
auch die Winkel FEA und F'E’A, und deshalb iſt EF parallel 
mit E’F’; zugleich verhält ſich EF: EF! = p: q. Daher find 
nach §. 160 4) die Punkte F und F’ äußere entſprechende 
Punkte zu A als Aehnlichkeitspunkt und zum Grundverhältniß 
p:. Und eben fo folgt weiter, daß alle Eckpunkte der ähn⸗ 
lichen Figuren entſprechende Punkte dieſer Syſteme ſind. Die 
Figuren liegen alſo dergeſtalt, daß ſie einen äußeren Aehnlich⸗ 
keitspunkt haben. — Nach Fig. 54 kann man ſich in gleicher 
Weiſe überzeugen, daß ſich ähnlichen Figuren auch ein innerer 
Aehnlichkeitspunkt geben läßt. 

Die Entfernung der beiden parallelen Linien DE und 
DE iſt gleichgiltig. Daher laſſen ſich ähnliche Figuren ver⸗ 
ſchiedentlich jo legen, daß fie einen äußeren Aehnlichkeitspunkt 
haben, oder einen inneren. Das Grundverhältniß ähnlicher 
e entſprechender Syſteme iſt ihrem Seitenverhält⸗ 
niß glei — 

Aehnliche Figuren nennt man ähnlich liegend, wenn 
ſie ſich entſprechen. 
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6) Hat man zwei ähnliche Figuren, und betrachtet belie⸗ 
bige Eckpunkte der einen als Eckpunkte einer Figur, die ana⸗ 
logen Eckpunkte der anderen als Eckpunkte einer zweiten Figur, 
ſo ſind die ſo erhaltenen zwei Figuren ähnlich, und haben 
einerlei Seitenverhältniß mit den urſprünglichen Figuren. 

Folgt leicht daraus, daß ähnliche Figuren als entſprechende 
ſich denken laſſen. 

Hiervon iſt §. 156 ein beſonderer Fall. 

§. 163 


1) Wenn Fig. 62 oder Fig. 63 zwei parallele Linien BD 
und B’D’ von zweien ſich ſchneidenden BB’ und DD’ geſchnitten 
werden, ſo kann man den Durchſchnittspunkt A der letzteren 
immer als Aehnlichkeitspunkt betrachten, und die Durchſchnitts⸗ 
punkte B und B“, D und D' der ſich ſchneidenden Linien mit 
den parallelen als ſich entſprechende Punkte nach einerlei 
Grundverhältniß. 

Denn wenn man durch A eine Linie denkt parallel mit 
den parallelen Linien, ſo folgt nach §. 135 ſowohl für Fig. 62 


als für Fig. 63. 
AB: AB! = AD: AD'. 
2) Nach §. 139 oder §. 142, oder auch nach §. 160 2) 
hat man 
AB: AB! = BD: BD'. 
Es ſind demnach die Quotienten 
AB AD BD 


AB AD BD 
einander gleich, und jeder drückt das Grundverhältniß der bei- 
den Syſteme aus. 5 


§. 164. 
Uebungen und Praktiſches. 

1) Wann ſagt man, eine Linie ſei ein aliquoter Theil einer 
anderen Linie? Wann heißen Linien commenſurabel, wann 
incommenſurabel? Was heißt es, zwei Linien AB und CD 
verhalten ſich wie zwei Zahlen p und q, oder zwei Linien 
AB und CD verhalten ſich wie zwei Linien EF und GH? 

2) Wenn in einem Dreieck eine Linie gedacht wird, parallel 
mit der einen Seite des Dreiecks, welche Proportionen 
finden Statt? Und wenn eine dieſer Proportionen Statt 
findet, iſt jedesmal die Linie, welche durch die Theil⸗ 
punkte geht, parallel mit der nicht getheilten Seite des 
Dreiecks? 

3) Wenn eine Linie einen Winkel eines Dreiecks halbirt, 
welche Proportion ſindet Statt? Gilt der Satz umgekehrt? 
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4) Was heißt es, necke ſeien ähnlich? Wie viele Sätze von 
der Aehnlichkeit der Dreiecke ſind vorgekommen, und wie 
lauten ſie? Wie verhalten ſich gleichliegende Grundlinien 
ähnlicher Dreiecke? 

5) Welche Proportionen treten ein, wenn bei einem recht⸗ 
winkligen Dreieck eine Linie gedacht wird, welche durch 
die Spitze des rechten Winkels geht, und normal ſteht auf 
der Hypotenuſe? 

6) Wie verhalten ſich die Umfänge ähnlicher nede? 

7) Wann nennt man zwei Punkte entſprechende Punkte, und 
was verſteht man unter dem äußeren oder dem inneren 
Aehnlichkeitspunkt, und unter einem Aehnlichkeitsſtrahl? 
Was ſind entſprechende Syſteme? Welche Geſetze gelten 
für entſprechende Syſteme? 

8) Was ſind entſprechende Linien, entſprechende Figuren, und 
welche Geſetze gelten für ſie? 

9) Sind entſprechende Figuren ähnlich, und ähnliche Figuren 
ſtets entſprechend? 

10) Zwei Dreiecke ABC und A’B’C’' Fig. 55 find ähnlich, 
wenn die Seiten des einen von denen des anderen unter 
einerlei Winkel 4 geſchnitten werden. 

Wie läßt ſich das zeigen? 

11) Daher ſind auch Dreiecke ähnlich, wenn die Seiten des 
einen auf den Seiten des anderen normal ſtehen. 

12) Es ſei Fig. 46 BD parallel mit CE; es ſei AB gleich 
6 Fuß, BC gleich 3 Fuß, AD gleich 7 Fuß, wie viele Fuße 
mißt DE? 


34 Fuß. Re 
Es verhält ſich nämlich 
AB: BC = AD: DE 
oder, wenn man die Maaße der Linien ſetzt, und das Maaß 
von DE mit x bezeichnet 
6:3 7: x 

und hieraus iſt X = 33. 

13) Wenn aber AB 29 Fuß 3 Zoll Duodecimalmaaß hat, 
BC 15 Fuß 11 Zoll, und CE 72 Fuß, wie groß ift BD? 

47 Fuß 7 Zoll 63 Linien beinahe. 
Es verhält ſich nämlich 
ö AC: AB = CE: BD. 

14) Es ſei Fig. 48 der Winkel ABC des Dreiecks ABC durch 
die Linie BN in zwei gleiche Theile getheilt, es ſei AB 
gleich 100 Fuß, AN gleich 30 Fuß, NC gleich 50 Fuß, wie 
groß iſt BC? 

1663 Fuß. 


9 I 
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15) Die Dreiecke ABC und DEF Fig. 51 ſeien ähnlich, die 
Winkel bei A und D ſeien gleich, eben ſo die Winkel bei 
C und F; es ſei AB gleich 20 Fuß, BC gleich 12 Fuß, 
DE gleich 15 Fuß, wie groß iſt EF? 


9 Fuß. 

16) Wenn wieder die Dreiecke ABC und DEF Fig. 51 ähn⸗ 
lich, die Seiten AC und DF gleichliegend, BN und EO die 
Höhen find, AC gleich 1000 Fuß, DF gleich 900 Fuß und 
EO gleich 850 Fuß iſt, wie groß iſt BN? 

9444 Fuß. 

17) Die parallelen Seiten eines Trapezes ſeien 26 Fuß und 
13 Fuß, die Höhe ſei 9 Fuß, wie groß iſt die Normale, 
welche vom Durchſchnittspunkt der nicht parallelen Seiten 
auf die dem Durchſchnittspunkt zunächſt liegende der paral⸗ 
lelen Seiten gefällt werden kann? 


9 Fuß. 

18) Das Dreieck ABC Fig. 52 ſei rechtwinklig bei B, BN 
ſtehe normal auf der Hypotenuſe, AN jet 3 Fuß, NC 12 
Fuß, wie groß iſt BN, AB, BC? 

BN iſt 6 Fuß, AB 6,708 ... Fuß, BC 13,416. . . Fuß. 
Es verhält ſich nämlich 
AN: NB = NB: NC 
AN: AB D AB: AC 
NC: BC = BC: AC. 

19) Wenn aber AC 20 Fuß mäße, und AB 8, wie groß 

wäre AN? 
33 Fuß. 


Sechstes Kapitel. 


Von der Proportionalität der geradlinigten Figuren, und von deren 
Inhaltsbeſtimmung. 


§. 165. 

Bezeichnen A und B zwei Flächen, und iſt A gleich n-B, 
wobei n irgend eine Zahl ſein mag, ſo heißt die Fläche B 
die Einheit und die Zahl n das Maaß der Fläche A für 
dieſe Einheit, auch nennt man B das Maaß und n die 
Abmeſſung. 2 4 


8. 
Gleiche Flächen haben für jede Einheit gleiche Maaße; 


und umgekehrt, Flächen ſind gleich, wenn ihre Maaße für 
irgend eine Einheit gleich ſind. 
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§. 167-169. Von der Proport. d. geradlin. Figuren ꝛe. 59 


S. 167. 
5 Die Maaße von Flächen bezeichnet man bei einfachen 
Rechnungen mit ihnen durch die Bezeichnung der Flächen 
ſelbſt, eben ſo, wie man ſich zur Bezeichnung der Maaße von 
Linien der Bezeichnung der Kr ſelbſt bedient. 
68 f 


Verhalten ſich für irgend eine Einheit die Maaße zweier 
Flächen A und B wie die Zahlen p und q, ſo verhalten ſich 
für jede Einheit die Maaße der Flächen wie p:q, und man 
ſagt, die Flächen verhalten ſich wie dieſe Zahlen, und ſetzt die 
Proportion 

A:B=p:q 


Berhalten fich zwei andere Flächen C und D auch wie 
p:q, fo ſagt man, die Flächen A und B verhalten ſich wie 
die Flächen C und D, und drückt das aus durch die Pro- 


portion 
A: B = C: D. 

Verhalten ſich endlich zwei Linien EF und GH wie die 
Zahlen p und q, während zwei Flächen A und B ſich eben 
ſo verhalten, ſo ſagt man, es verhalten ſich die Flächen A 
und B wie die Linien EF und GH, und ſchreibt: 

A:B = EF: GH. 

Und man hat auch hier richtige Zahlen- Proportionen, 

wenn man ſtatt der Flächen und ſtatt der Linien ihre Maaße 


geſetzt denkt. 
§. 169. Lehrſatz. 
Rechtecke, welche eine Seite gleich haben, verhalten ſich 
wie die ungleichen Seiten. 
Beweis. Es mag Fig. 56 die Seite AD des Rechtecks 
ABCD gleich fein der Seite EH des Rechtecks EFGH. Es iſt 


zu zeigen, daß 
ABCD: EFGH = AB: EF. 

1) Es ſeien die Seiten AB und EF commenſurabel. Man 
denke ihre gemeinſchaftliche Einheit auf ihnen abgetragen, und 
in jedem Theilpunkt eine Normale errichtet. Enthält die 
Seite AB n Einheiten, die Seite EF d Einheiten, jo wird 
durch die Normalen das Rechteck ABCD in en, das Rechteck 
EF GH in g Rechtecke zerlegt, welche ſämmtlich congruent find, 
Es verhält ſich daher 

ABCD: EFGH n: ꝗ 
und AB: EF n: q 
folglich ABCD:EFGH = AB:EF. 

2) Sind die Seiten AB und EF incommenſurabel, fo 
läßt ſich zeigen, daß, die Maaße verſiehend, ABCD: EFGUH 
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nicht größer oder kleiner ſein kann als AB: EF. Man nehme 
vorläufig an, es ſei 
ABCD AB 


Efüll EFF 

Dann giebt es immer ein Stück EM, kleiner als EF, ſo daß 
ABCD AB 
EFGH EM 

Man denke eine Zahl n, fo groß, daß AB kleiner iſt als 


MF, das Stück AB von E aus auf EF abgetragen, bis 


ein Theilpunkt P zwiſchen M und F fällt, und die Normale 
PS, fo hat man, weil die Linien AB und EP commenſurabel 


ind, nach 1 
. ABCD AB 


EPSH EP 5 
Man dividire dieſe Gleichung durch die obere, das liefert 
EFGH EM 


EPSH EP 
Die letzte Gleichung iſt nicht möglich, weil der erſte Bruch 
unecht iſt, der andere echt; daher kann ABCD: EE GH nicht 
größer fein als AB: EF. Eben fo zeigt man, daß ABCD: 
EF GH nicht kleiner iſt, als AB: EF. Und dann verhält ſich 
auch in dieſem Fall: 
ABCD: EFGH = AB: EF. 
§. 170. Lehrſatz. 

Parallelogramme, welche gleiche Grundlinien haben, ver— 
halten ſich wie die Höhen. 

Beweis. Man ſtelle ſich über der Grundlinie eines 
jeden Parallelogramms ein Rechteck vor, welches mit ihm 
dieſelbe Höhe hat. Die Rechtecke find beziehlich den Paral- 
lelogrammen gleich; und fie verhalten ſich nach dem vo— 
rigen Paragraphen wie die Höhen der Parallelogramme, 
indem dieſe Höhen die ungleichen, die Grundlinien der Pa- 
rallelogramme aber die gleichen Seiten der Rechtecke ab⸗ 
geben. Daher verhalten ſich die Parallelogramme wie ihre 


Höhen. 
§. 171. Lehrſatz. 
Parallelogramme von gleichen Höhen verhalten ſich wie 
die Grundlinien. 
Beweis. Man denke über der Grundlinie eines jeden 
Parallelogramms ein Rechteck, welches mit ihm gleiche Höhe 
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hat. Die Rechtecke ſind den Parallelogrammen beziehlich 
gleich; und ſie verhalten ſich nach §. 169, weil ſie wegen 
der Gleichheit der Höhen eine Seite gleich haben, wie die 
Grundlinien der Parallelogramme, welche ihre ungleichen 
Seiten ſind. Daher verhalten ſich auch die Parallelogramme 
wie ihre Grundlinien. 


§. 172. Lehrſatz. 
Dreiecke, welche gleiche Grundlinien haben, verhalten ſich 


wie ihre Höhen. 


Beweis. Parallelogramme, welche mit den Dreiecken 
beziehlich gleiche Grundlinien und Höhen haben, verhalten 
ſich nach §. 170 wie die Höhen; und da die Dreiecke die 
Hälften von ſolchen Parallelogrammen ſind, ſo verhalten ſich 
auch die Dreiecke wie ihre Höhen. Wenn nämlich 


a:b=n:q 
fo verhält ſich auch 
Ss Yan n:q. 
§. 173. Lehrſatz. 

Dreiecke, welche gleiche Höhen haben, verhalten ſich wie 
ihre Grundlinien. 

Beweis. Denn Parallelogramme, welche mit den Drei⸗ 
ecken beziehlich gleiche Grundlinien und Höhen haben, ver⸗ 
halten ſich wie die Grundlinien, mithin verhalten ſich auch 
die Dreiecke, als die Hälften ſolcher Parallelogramme, wie 
die Grundlinien. 


§. 174. Lehrſatz. 

Parallelogramme verhalten ſich wie die Producte aus 
Grundlinie in Höhe. 

Beweis. Es ſei Fig. 57 g das Maaß der Grundlinie, 
h das Maaß der Höhe des Parallelogramms ABCD, und g' 
das Maaß der Grundlinie, h“ das Maaß der Höhe des 
Parallelogramms EFGH. Es iſt zu zeigen, daß ſich verhält 

ABCD: EFGH = gh:g’h'. 

Man ſtelle ſich ein Parallelogramm O vor, welches mit 
dem Parallelogramm ABCD gleiche Grundlinie, und mit dem 
Parallelogramm EFGH gleiche Höhe hat, jo verhält ſich 

ABCD:Q =h:h’ 
und Q:EFGH = g:g’ 
beide Proportionen multiplicire man mit einander, das liefert 
ABCD: EF GH gh: g'h'. 
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§. 175. Lehrſatz. 
f en verhalten ſich wie die Producte aus Grundlinie 
n Höhe 
Beweis. Denn Parallelogramme, welche mit den Drei⸗ 
ecken gleiche Grundlinien und gleiche Höhen haben, verhalten 
ſich wie dieſe Producte, mithin auch die Dreiecke, als die 
Hälften ſolcher Parallelogramme. 


§. 176. Lehrſatz. 

Parallelogramme, welche einen Winkel gleich haben, ver⸗ 
halten ſich wie die Producte der Seiten, von welchen er ge⸗ 
bildet wird. 

Beweis. Zwei Parallelogramme, ABCD und AF GU 
mögen die Winkel bei A gleich haben, und Fig. 58 ſo auf 
einander gelegt worden ſein, daß die gleichen Winkel ſich 
decken. Dann hat man nach S. 171 

ABCD: ABNH = b: d 
ABNH: AF GH a: c 
und multiplicirt man beide Proportionen mit einander, ſo 


entſteht 
ABCD: AFGH = ab: cd. 


§. 177. Lehrſatz. 
Dreiecke, die einen Winkel gleich haben, verhalten ſich 
wie die Producte der Seiten, welche den Winkel bilden. 
Beweis. Man denke die Dreiecke zu Parallelogrammen 
ergänzt. Dieſe haben alsdann den Winkel gleich, und ver⸗ 
halten ſich wie die Producte der Seiten, von denen er ge⸗ 
bildet iſt; und die Dreiecke verhalten ſich eben ſo, denn ſie 
ſind die Hälften der Parallelogramme. 
§. 178. Lehrſatz 
Iſt Fig. 57 die Summe der Winke c und A gleich einem 
geſtreckten Winkel, ſo verhalten ſich die n wie 
die Producte der Seiten, welche dieſe Winkel bilden, d. h. es 


verhält ſich 
ABCD: EFGH = AB - AD: EF- EA. 

Denn da der Winkel > den Winkel & zu einem geſtreck⸗ 
ten ergänzt, fo find die Winkel A und einander gleich, und 
es verhalten ſich die Parallelogramme wie AB. BC: EF - EH, 
welches, da BC gleich AD 15 einerlei iſt mit 

AB-AD:EF-EH. 

Und ergänzt ein Winkel eines Dreiecks einen Winkel 
eines anderen Dreiecks zu einem geſtreckten Winkel, ſo ver⸗ 
halten ſich daher auch die Dreiecke, wie die Producte der Sei⸗ 
ten, von welchen jene Winkel gebildet werden. 


www.rein.org.pl 


— — 
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8. 179. Lehrſatz. 5 
Aehnliche Dreiecke verhalten ſich wie die Quadrate gleich⸗ 
liegender Seiten, oder wie die Quadrate gleichliegender Höhen. 


Beweis. Es ſeien Fig. 51 die Dreiecke ähnlich, die 


Winkel & und A einander gleich. Dann verhält ſich: 
ABC: ADEF = AB. AC: DE-. DF. 


Aus g AB: AC = DE: DF 
AC- DE 
folgt AB = PF 


Dieſen Werth ſubſtituire man in der erſten Proportion, das 


liefert: 

AABC: ADEF = mt Ac. DE. Dr 
welches, wenn man rechts DE hebt und beide Glieder mit DF 
multiplicirt, übergeht in 

GABC: ADEF = AC: DF =. 

Werden die Linien BN und EO als die Höhen der Drei⸗ 
ecke angenommen, ſo verhält ſich 
AC: DF = BN: EO 

alſo AC: DF? = BN?:EQ? 
und man hat deshalb noch 

GABC: DEF = BN; : EO“. 


§. 180. 

Aehnliche necke verhalten ſich wie die Quadrate gleich⸗ 
liegender Seiten, oder wie die Quadrate gleichliegender Dia⸗ 
gonalen. N 
Beweis. Es ſeien die necke Fig. 49 ähnlich, die Sei⸗ 
ten AB, BC, CD,. . entſprechend den Seiten FG, GH, HL, 
Die von den Ecken A und F aus gezogenen Diagonalen zer- 
legen die mecke in Dreiecke, welche beziehlich ähnlich find, Es 
verhält ſich daher N 

AABC:AFGH = AB: FG 
SACD: AFHL = C D': HL = AB: FG. 
AADE:AFLM = DE?:LM’= AB: FG“ 
u. ſ. w. 
daraus folgt: f 
ABC AACD-+AADE +--»:AFGH-+ ÄAFHL 
+ AFLM+---- = AB?:FG?. 
Die nede verhalten ſich demnach wie die Quadrate gleichlie⸗ 
gender Seiten; und, weil ſich gleichliegende Diagonalen wie 
gleichliegende Seiten verhalten, auch wie die Quadrate gleich- 
liegender Diagonalen. 
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Der hier geführte Beweis gilt nicht allgemein, weil nicht 
jedes neck durch Linien, welche von einer Ecke ausgehen, ſich 
in Dreiecke zerlegen läßt. Den Beweis allgemein zu führen. 
denke man ein peck ABCD. . . und ein ihm ähnliches ABCD“. .., 
die Seiten AB, BC, CD, . .. ſeien gleichliegend den Seiten; 
A'B', B/C, CD/. .. ... Ueber zwei gleichliegende Seiten, etwa 
BC und B’C’ denke man zwei ähnliche Dreiecke BCQ und 
B'C'O, die entweder beide innerhalb der pecke liegen, oder 
beide außerhalb. Die pecke gehen dadurch in (p-+1)ede über, 
welche wie leicht zu zeigen iſt, ähnlich ſind. Es werde ange⸗ 
nommen, die pecke verhalten ſich wie die Quadrate gleich⸗ 
liegender Seiten, alſo 


ABCD. . : ABCD“ . . = BC: B/C 
Es iſt BCO: BCO oe 
Daher auch 
ABCD. . : BCO: ABC D/ . 4 BCO! = BC': BO 
oder ABO CD.: ABO CD“... =BC?:B’C'”. 


Verhalten ſich demnach die ähnlichen pecke wie die Quadrate 
gleichliegender Seiten, ſo verhalten ſich auch die ähnlichen 
(p+1)ede wie die Quadrate gleichliegender Seiten. Nun ver⸗ 
halten ſich ähnliche Dreiecke wie die Quadrate gleichliegender 
Seiten, folglich auch die ähnlichen Vierecke, welche man aus 
ihnen erhalten kann, dann weiter die ähnlichen Fünfecke, in 
welche man ſie kann übergehen laſſen u. ſ. f. u. ſ. f. 
181. Lehrſatz. 

Sind M, P, Q drei ähnliche necke, und geben drei gleich⸗ 
liegende Seiten von ihnen, zu einem Dreieck zuſammenge⸗ 
ſetzt, ein rechtwinkliges Dreieck, ſo iſt das neck, deſſen Seite 
Pente use geworden, gleich der Summe der beiden anderen 
n ecke. 

Beweis. Es ſei Fig. 52 ABC das erhaltene rechtwink⸗ 
lige Dreieck, AC ſei Hypotenuſe und Seite von dem ned M, 
BC ſei Seite von P, und AB Seite von O. — Da ähnliche 
n ecke ſich wie die zweiten Potenzen der Maaße gleichliegender 
Seiten verhalten, und Quadrate ähnliche Figuren ſind, ſo 


hat man 
P: O = BC’: AB = BCa: ABA 
Hieraus folgt P+0Q:Q = BC1+AB1:ABı 
P-+0:Q = AC: AB4 
Ferner hat man 


M: O = AC: AB4 
Alſo verhält ſich 
P+0:0 = M: 
und daher iſt PO SM. 


— 
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§. 182-185. Von der Proport. d. geradlin. Figuren ꝛc. 65 


§. 182. 

Der vorige Satz gilt auch umgekehrt. Iſt nämlich das 
neck M gleich der Summe der beiden ihm ähnlichen nede P 
und O, fo geben drei gleichliegende Seiten AC, BC und AB 
ein rechtwinkliges Dreieck, in welchem AC Hypotenuſe wird, 
wenn AC zu M gehört. 

Denn gehört BC zu P, alſo AB zu O, fo hat man 

P: O = BC*:AB* = BCA: AB 
hieraus P-+0:Q = BC ABA: ABA 
oder M: O = BCA AB1: ABı, 
Ferner hat man 
M: O = Ad: AB4 
daher iſt 
ACA = BCAA ABı 
alſo das Dreieck ABC rechtwinklig, und AC feine Hypotenuſe. 
§. 183. 

Als Einheit für Flächen gebraucht man in der Anwen— 
dung allgemein dasjenige Quadrat, deſſen Seite die feſtgeſetzte 
Längeneinheit iſt. Und die Zahl, welche beſtimmt, wie viel 
ſolcher Quadrate ein neck enthält, heißt der Inhalt des 
necks für jenes Quadrat als Einheit. Oder mit anderen 
Worten, iſt A ein neck, B das Quadrat, deſſen Seite die 
Längeneinheit ift, und it A = d- B, fo iſt die Zahl q der 
Inhalt des necks A für die Einheit B. Iſt eine beſtimmte 
Einheit gegeben, ſo hängt man ſie dem Inhalt an, ſagt z. B. 
der Inhalt einer Figur ſei 6 Quadratruthen. 

§. 184. Lehrſatz. 

Der Inhalt eines Parallelogramms iſt das Product aus 
der Grundlinie in die Höhe. 

Beweis. Es ſei Fig. 57 ABCD ein Parallelogramm, 
die Zahl g das Maaß ſeiner Grundlinie, die Zahl h das 
Maaß feiner Höhe, und MOSP das Quadrat, welches die Län⸗ 
geneinheit zur Seite hat, ſo daß die Zahl Eins das Maaß 
ſeiner Grundlinie iſt und zugleich das Maaß ſeiner Höhe. 

Nach §. 174 hat man 


ABCD: MSP = gh: 1.1 
und hieraus folgt ABCD = gh · MSP. 
185. 


Iſt demnach die Zahl a das Maaß der Seite eines Qua⸗ 
drats, fo iſt a? der Inhalt deſſelben, und find die Zahlen b 
und o die Maaße der zuſammenſtoßenden Seiten eines Recht⸗ 
ecks, ſo iſt be ſein Inhalt. 

Wolff's Geometrie. 1. Th. 7te Aufl. 5 
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66 Sechstes Kapitel. §. 186- 188. 


§. 186. Lehrſatz. 

Der Inhalt eines Dreiecks iſt die Hälfte des Products 
aus Grundlinie in Höhe. 

Beweis. Denn ein Dreieck iſt die Hälfte eines Pa⸗ 
rallelogramms, welches mit ihm gleiche Grundlinie und gleiche 
Höhe hat. 5 

§. 187. Lehrſatz. 

Sind die Zahlen a und b die Maaße der parallelen Sei⸗ 
ten eines Trapezes, und iſt die Zahl h das Maaß ſeiner Höhe, 
ſo iſt der Inhalt des Trapezes gleich ern! 

Beweis. Man denke Fig. 59 die Diagonale CE. Der 


Inhalt des Dreiecks CDE iſt gleich 7. und der Inhalt des 


Dreiecks CEF gleich 275 folglich der Inhalt des Trapezes gleich 


ah bh.  (a+b)h 
278. 2208 


§. 188. 


Um den Inhalt eines necks zu erhalten, zerlegt man es 
durch Diagonalen in Dreiecke, oder durch andere Linien in 
Trapeze, Parallelogramme, beſtimmt dann nach den vorſtehen⸗ 
den Lehrſätzen deren Inhalte, und die Summe dieſer Inhalte 
liefert den Inhalt des necks. 

Der Inhalt einer von krummen Linien begränzten Ebene 
wird näherungsweiſe gefunden, wenn man ſtatt der krummen 
Linien gebrochene Linien denkt, welche nach dem Augenmaaß 
möglichſt genau ein neck von einerlei Größe mit der von den 
krummen Linien begränzten Ebene liefern, und dann den In⸗ 
halt des necks berechnet. Man erhält den Inhalt der krumm⸗ 
linigten Figur um ſo genauer, je kleiner man die Seiten des 
ned3 annimmt. 

Um den Inhalt einer Ebene Fig. 60, welche von zwei 
parallelen Linien, außerdem aber von krummen Linien begränzt 
iſt, näherungsweiſe anzugeben, kann man den normalen Ab⸗ 
ſtand AB der parallelen Linien conſtruiren, ihn in irgend 
eine Anzahl gleicher Theile theilen, durch jeden Theilpunkt 
eine Normale conſtruiren, und die Theile, in welche die Ebene 
durch dieſe Normalen zerlegt wird, als Trapeze berechnen. Iſt 
EF gleich a, die folgende Linie gleich b u. ſ. f., der normale 
Abſtand je zweier ſolcher Linien gleich h, ſo ergiebt ſich für 
den Inhalt der Ebene 


$, 189. 190, Von der Proport, d. geradlin. Figuren ꝛc. 67 


a b 
2 


a e l B.. . 


ze 1. > +b+o+dttm4n+T]| 


näherungsweiſe, und um jo genauer, je kleiner h ift. 

Eben ſo findet man den Inhalt einer Ebene wie Fig. 61, 
wenn man die äußerſten Abſchnitte als Dreiecke berechnet, 
näherungsweiſe glei 

h. [a b HO l. 


§. 189. 

Gleiche Flächen haben für jede Einheit gleiche Inhalte; 
und umgekehrt, Flächen ſind gleich, wenn für irgend eine Ein⸗ 
heit ihre Inhalte gleich ſind. Und iſt die Summe mehrerer 
Flächen gleich der Summe mehrerer anderer Flächen, ſo iſt 
die Summe der Inhalte der erſteren gleich der Summe der 
Inhalte der anderen. 

Hierin liegt ein allgemeines Prinzip, nach welchem ſich 
algebraiſche Gleichungen bilden laſſen. Iſt z. B. die Zahl a 
das Maaß der Hypotenuſe, und find die Zahlen b und c die 
Maaße der Katheten eines rechtwinkligen Dreiecks, ſo findet 
zwiſchen dieſen Zahlen die algebraiſche Gleichung Statt: 

a —=b’+c 


oder iſt die Zahl a das Maaß der Seite eines Dreiecks, die 

einem ſpitzen Winkel gegenüberſteht, find die Zahlen b und c 

die Maaße der beiden anderen Seiten, iſt endlich n das Maaß 

von der Projection der Seite, deren Maaß a iſt, auf der, 
deren Maaß b ift, fo hat man zwiſcheu dieſen Zahlen die 

algebraiſche Gleichung: 5 

a“ = b’+0?—2bn, 
§. 190. 
Uebungen und Praktiſches. 

1) Was heißt es, zwei Flächen A und B verhalten ſich wie 
zwei Zahlen p und q? oder zwei Flächen A und B verhalten 
ſich wie zwei andere Flächen C und D; oder zwei Flächen 
A und B verhalten ſich wie zwei Linien EF und GH? 

2) Wie verhalten ſich Parallelogramme von gleichen Grund⸗ 
linien, oder Parallelogramme von gleichen Höhen? Wie 
verhalten ſich Parallelogramme überhaupt? Wie verhalten 
ſich Dreiecke, wenn ſie gleiche Grundlinien haben, oder 
gleiche Höhen, und wie verhalten ſich Dreiecke überhaupt? 
Wie verhalten ſich Parallelogramme, welche einen Winkel 
gleich haben, oder Dreiecke, welche einen Winkel gleich ha⸗ 
ben? Wie verhalten ſich ähnliche necke? 


www.rcin.org.pl 


68 
3) 


4) 


5) 
6) 


7 


8) 


9) 


10) 


11) 


12) 


Sechstes Kapitel. §. 190, 


Was verſteht man unter dem Inhalt einer Figur? Wie 
wird der Inhalt eines Parallelogramms gefunden, eines 
Quadrats, eines Dreiecks, eines Trapezes? 
Den Inhalt eines Parallelogramms zu beſtimmen, wenn 
die Grundlinie 68 und die Höhe 25 Fuß Decimalmaaß 
mißt. Oder wenn die Grundlinie 59,5 und die Höhe 
6,78 Fuß Decimalmaaß hat. Oder wenn die Grundlinie 
8,7 Fuß und die Höhe 9,56 Zoll Decimalmaaß iſt. Oder 
den Inhalt in Duodecimalmaaß anzugeben, wenn die 
Grundlinie 9° 8 die Höhe 5’ 7” Decimalmaaß iſt. Oder 
ihn in Decimalmaaß anzugeben, wenn die Grundlinie 
68,751“ und die Höhe 5,89“ Duodecimalmaaß wäre. 
1700 O0. 403[) 410U0½. 8310 720". 5O0e 840 
550". 330° 740 520". 
Wie groß ift die Grundlinie eines Dreiecks, wenn feine 
Hehe 28 und ſein Inhalt 20 iſt? 
1,428. 


Wie groß iſt die Höhe eines Trapezes, wenn ſeine paral⸗ 
lelen Seiten 32 und 18 ſind, und 300 ſein Inhalt iſt? 
12. 
Der Inhalt eines Trapezes ſei 140, die eine der paral⸗ 
lelen Seiten ſei 16, die Höhe 10, wie groß iſt die an- 
dere der parallelen Seiten? 
12. 
Die Katheten eines rechtwinkligen Dreiecks find 3,57 und 
8,29, er groß iſt die Hypotenuſe? 
9,02 


Die Hypotenuſe eines rechtwinkligen Dreiecks ſei 15,7, 
die eine Kathete 5,38, wie groß iſt der Inhalt des 
Dreiecks? 

39,67 +++, 
Die normalen Abſtände der parallelen Seiten eines Tra⸗ 
pezes von dem Durchſchnittspunkt der nicht parallelen 
ſeien 6 und 18, die kleinere der parallelen Seiten ſei 11, 
wie groß iſt der Inhalt des Trapezes? 

26 


Eine Seite eines necks ſei 8,5, wie groß muß die gleich⸗ 
liegende Seite eines necks genommen werden, das jenem 
ähnlich und 3 von ihm fein ſoll? 

6,94 
Zwei gleichliegende Seiten zweier ähnlichen nede find 3 
und 4, wie groß muß die gleichliegende Seite eines necks 
genommen werden, das jenen necken ähnlich und gleich 


ihrer Summe, oder gleich ihrer Differenz, oder deſſen Um⸗ 
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8. 191. Von der Proport. d. geradlin. Figuren ꝛc. 69 


13) 
14) 


15) 
16) 


17) 


18 


— 


19 


u 


fang gleich der Summe, oder Differenz der Umfänge 
jener ſein ſoll? 

„%% 
Der Inhalt eines Quadrats ſei 37 Quadratfuß, wie 
groß iſt die Seite des Quadrats? 

6,082 .. Fuß. 
Die Diagonale eines Quadrats ſei 12 Fuß, wie groß iſt 
der Inhalt des Quadrats? 

72 Quadratfuß. 
Die drei Seiten eines Dreiecks ſeien 12 Fuß, 10 Fuß, 
8 Fuß; wie groß iſt die Projection der Seite, welche 
10 Fuß hat, auf der, welche 8 Fuß mißt? 

14 Fuß. 
Die drei Seiten eines Dreiecks ſeien 6, 8 und 10 Fuß, 
wie groß iſt die Linie, welche die Mitte der Seite, die 
8 Fuß mißt, mit der gegenüberſtehenden Ecke verbindet? 

7,211... Fuß. 
Zwei Seiten eines Dreiecks ſeien 6 und 10 Fuß, die 
Linie, welche die Mitte der dritten Seite mit der gegen⸗ 
überſtehenden Ecke verbindet, meſſe 7 Fuß, wie groß iſt 
die dritte Seite? 

8,717 .. Fuß. 
Die Höhe eines gleichſeitigen Dreiecks ſei 356˙83“ Duo⸗ 
decimalmaaß, wie groß iſt die Seite und der Inhalt? 

401339", 70450U7 1200. 
Die parallelen Seiten eines Trapezes ſeien 56 und 80 
Ruthen, die eine der nicht parallelen Seiten meſſe 34 Ru⸗ 
then, die andere der nicht parallelen Seiten ſtehe normal 
auf den parallelen; wie groß iſt der Inhalt des Tra⸗ 
pezes? 

1637,650°. 


Siebentes Kapitel. 


Von der harmoniſchen Proportion und von den Transverſalen. 


§. 191. Lehrſatz. 
Werden zwei parallele Linien von dreien Linien geſchnit⸗ 


ten, welche ſich in einem Punkt ſchneiden, ſo verhalten ſich 
zwei Stücke der einen von den parallelen Linien wie die beiden 
Stücke der anderen, welche mit jenen durch dieſelben ſich ſchnei⸗ 
denden Linien abgeſchnitten ſind. s 
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70 Siebentes Kapitel. 8. 192. 193. 


Beweis. Es ſeien Fig. 62 oder Fig. 63 BD und B’D’ 
die beiden parallelen Linien, AB, AC, AD die drei ſich in 
einem Punkt A ſchneidenden. Nach §. 137 und $, 142 iſt 


alsdann 
AB A A 
AB 0 AD 
Die Punkte B und B“, C und C', D und D' find demnach 
Fig. 62 äußere, Fig. 63 innere entſprechende Punkte für A als 
Aehnlichkeitspunkt, und es folgt nach §. 160 2) 
S 27 BR 
Be CDi BD ! 
(jeder dieſer Quotienten iſt nämlich dem Grundverhältniß 
AB: AB’ gleich) oder 
BC: CD = B'C': CD 
BC: BD = BO: BD 
CD: BD = C'D’: B'D' 
und das iſt der Satz. 
§. 192. Lehrſatz. 
Sind Fig. 62 oder Fig. 63 die Linien BD und B’D’ pa⸗ 
rallel, findet eine der Proportionen 
1) BC: CD B': OD 
2) BC BD — B’C': B'D' 
3) CD: BD = CD: BD! 
Statt, und ſchneiden ſich zwei der drei Linien BB’, CC’, DD', 
ſo geht die dritte durch deren Durchſchnittspunkt. 
Beweis. Aus jeder der drei Proportionen laſſen ſich 
die beiden anderen ableiten. So folgt z. B. aus 1) 
BC: BC + CD = BC: BO CD! 
oder BC: BD = B’C’!:B'D', 
Dies iſt die zweite Proportion. Aehnlich folgt 3) aus 1) 
u. ſ. f. Es finden alſo die drei Proportionen gleichzeitig 
Statt, und es iſt gleichgiltig, welche von ihnen vorausgeſetzt 
iſt. — Schneiden ſich etwa die Linien BB’ und DD’, fo be⸗ 
trachte man A als Aehnlichkeitspunkt, und es drückt BD: B'D' 
das Grundverhältniß aus (S. 163). Dieſem iſt wegen der 
zweiten Proportion BC: BC gleich, und es folgt aus §. 160 4), 
daß C und C' entſprechende Punkte find, alſo die Linie CC’ 
durch A geht. Und ähnlich folgt der Satz wenn BB’ und CC, 
oder CC und DD’ als die beiden ſich ſchneidenden Linien voraus⸗ 


geſetzt werden. 
8.193. Lehrſatz. 


Schneiden ſich die drei Linien BB’, CC’, DD! Fig. 62 
oder Fig. 63 in einem Punkt, und findet eine der Proportionen 
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§. 194-196. Von der harmoniſchen Proportion ꝛc. 71 


1) BC: CD = BO: CD 

2) BC: BD = BO: BD. 

3) CD: BD = CD“: B'D’ 
Statt, jo find die Linien BD und B’D’ parallel. 

Beweis. Iſt eine der drei Proportionen vorausgeſetzt, 
ſo finden, wie im vorigen Paragraphen nachgewieſen, auch die 
beiden anderen Statt. Wäre nicht BD parallel mit B’D’, fo 
müßte von B aus eine andere Linie BO beſtehen, parallel mit 
B'D' und dann hätte man nach $. 191 

BN: NO BO: CD 
wegen der Vorausſetzung BC: CD = B’C': CD 
alſo BN: NO = BC: CD 
und es müßten nach §. 138 CC’ und DD’ parallel fein, welches 
der Vorausſetzung e 
94 


Man denke eine unendliche gerade Linie, außerhalb der⸗ 
ſelben einen Punkt A, und durch A eine zweite unendliche 
gerade Linie, welche die erſte in einem Punkt X ſchneidet. 
Man denke die zweite Linie um den Punkt A gedreht bis ſie 
mit der erſten parallel wird. Der Durchſchnittspunkt X läuft 
dabei auf der erſten Linie bis ins Unendliche. Wird die 
Drehung in derſelben Richtung weiter fortgeſetzt, ſo kommt 
der andere Theil der zweiten Linie zum Durchſchnitt, und der 
Durchſchnittspunkt durchläuft die erſte Linie vollſtändig. Bei 
fortgeſetzter Drehung der zweiten Linie in einerlei Richtung 
durchläuft der Durchſchnittspunkt die erſte Linie ſtets in einerlei 
Richtung. f 

Zwei parallele Linien laſſen ſich hiernach als zwei ſich 
ſchneidende betrachten, deren Durchſchnittspunkt in die Unend⸗ 
lichkeit gerückt iſt. 

§. 195. 


Eine unendliche gerade Linie wird durch einen beliebig 
auf ihr angenommenen Punkt in zwei Theile getheilt, deren 
jeder einerſeits durch dieſen Punkt begränzt, andererſeits un⸗ 
endlich iſt, und die beiden Theile ſind einander gleich. Und 
nimmt man auf einer unendlichen geraden Linie zwei Punkte 
an, in beliebiger endlicher Entfernung von einander, ſo theilt 
jeder der Punkte die Linie in zwei gleiche Theile, und jeder 
der Theile, in welche die Linie durch den einen Punkt getheilt 
iſt, iſt gleich jedem der Theile, in welche der andere Punkt die 
Linie zerlegt. 

§. 196. 


1) Auf einer unendlichen geraden Linie Fig. 64 ſeien 
zwei Punkte A und B beliebig angenommen. Zwiſchen den 


72 Siebentes Kapitel. §. 196. 


Punkten A und B läßt ſich auf. der geraden Linie immer ein 
Punkt X denken, ſo daß ſich verhält 

AX: in: 
währenden und g beliebige reelle Zahlen vorſtellen; und es iſt 
einleuchtend, daß nur ein ſolcher Punkt X zwiſchen A und B 
beſteht. Es ſei M die Mitte des Stückes AB. Iſt das Ver⸗ 
hältniß n:q gleich 1:1, fo liegt X in M; tft n:q größer als 
1, ſo liegt X auf dem Theil MB, und rückt in B ſelbſt, ſo⸗ 
bald n:q gleich n:o wird; iſt n:q kleiner als 1, fo befindet 
ſich X auf dem Theil AM und rückt in A, wenn n:q gleich 
wird o: q. 

Das Verſtändniß zu erleichtern kann man von den Punk⸗ 
ten A und B aus, zu entgegengeſetzten Seiten der Linie AB, 
zwei parallele Linien AC“ und BC denken, die ſich verhalten 
wie n:q, und die Linie CC”. Dieſe liefert in ihrem Durch⸗ 
ſchnittspunkte mit AB den Punkt X, denn es verhält ſich 
AC“: BC = AX: BX. Iſt nun AC“ = BC, ſo iſt AX = 
BX u. ſ. w. 


2) Es beſteht aber jedesmal noch ein zweiter Punkt Y, 
entweder auf der über B, oder auf der über A hinaus liegen⸗ 
den Verlängerung der Linie AB, jo daß ſich verhält 

ꝗKAEBI H. 

Iſt n: gleich 1:1, fo liegt Y in unendlicher Entfernung, iſt 
n: q größer als 1, fo befindet ſich Y auf der über B hinaus 
liegenden Verlängerung und rückt in B, wenn nig gleich n:o 
wird; iſt n: kleiner als 1, fo liegt Y auf der Verlängerung 
über A hinaus, und rückt in A, wenn n:q gleich wird o: q. 
Es beſteht jedesmal nur ein ſolcher Punkt Y, mit Ausnahme 
des Falles, in welchem 1 in der Unendlichkeit liegt, und dann 
ſowohl in der einen, als in der anderen Richtung ſich anneh⸗ 
men läßt. 

Auch hier kann man ſich die Sache verſinnlichen, indem 
man von den Punkten A und B aus, auf einerlei Seite von 
AB, zwei parallele Linien AC“ und BC denkt, die ſich verhalten 
wie n:q, und die Linie C'C, die in ihrem Durchſchnittspunkt 
mit AB den Punkt Y darbietet. 


3) Verhält ſich AX: BX n: g 

und zugleich AT: BI n: 

ſo hat man die Proportion 
AX: BX AT: BI. 

Eine ſolche Proportion heißt harmoniſch, die vier Punkte 

A, B, X, Y heißen harmoniſche Punkte, die Punkte A und 

B zugeordnete Punkte, eben fo die Punkte X und I. — 
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8.197. Von der harmoniſchen Proportion ꝛc. 73 
Das Vertauſchen der inneren Glieder liefert die Proportion 
XA: IA = XB: IB 


und dieſe Proportion iſt gleichfalls harmoniſch. 


4) Man ſtelle ſich vor, der Punkt X bewege ſich von M 
aus bis B, und weiter bis ins Unendliche, während beſtändig 
die harmoniſche Proportion 

AX: BX = AT: BT 

erfüllt wird: ſo kommt indeſſen 1 auf der über B hinaus lie⸗ 
genden Verlängerung aus der Unendlichkeit her, erreicht den 
Punkt B gleichzeitig mit X, und geht weiter bis M; und läßt 
man Y ſich fortbewegen nach A, und über A hinaus ins Un⸗ 
endliche, ſo kommt X auf der über A hinaus liegenden Ver⸗ 
längerung aus der Unendlichkeit her, erreicht gleichzeitig mit Y 
den Punkt A, und geht weiter bis M. — Der Punkt M theilt 
die unendliche gerade Linie in zwei Hälften. Die Punkte X 
und Y befinden ſich beide immer gleichzeitig auf der einen oder 
auf der anderen von dieſen Hälften, und es liegt immer, wie 
ſchon oben erwähnt, der eine zwiſchen A und B, der andere 
nicht zwiſchen A und B. 


5) Zu jeden beliebigen drei Punkten A, B, X kann ſtets 
der vierte harmoniſche Punkt gedacht werden, und dieſer iſt 
durch jene drei vollkommen beſtimmt. Liegt der eine von den 
drei Punkten, etwa X, in der Mitte zwiſchen den beiden an⸗ 
deren A und B, ſo befindet ſich der vierte jenem zugeordnete 
harmoniſche Punkt in unendlicher Entfernung, und umgekehrt, 
liegt einer von den harmoniſchen Punkten in der Unendlichkeit, 
ſo befindet ſich der ihm zugeordnete in der Mitte zwiſchen den 
beiden übrigen. N 


§. 197. 

Man denke eine unendliche gerade Linie, und auf derſelben 
vier harmoniſche Punkte A, B, X, I. Außerhalb der geraden 
Linie nehme man einen Punkt Q beliebig an, und lege durch 
ihn und durch jene harmoniſchen Punkte vier unendliche gerade 
Linien OA, OB, OX, QY. Solche vier Linien nennt man 
harmoniſche Linien, harmoniſche Strahlen, und die 
durch zugeordnete Punkte A und B, oder X und J, gehenden 
zugeordnete Linien oder Strahlen. 

Befindet ſich X in der Mitte von AB, fo liegt der vierte 
harmoniſche Punkt Y in der Unendlichkeit, und der Strahl O 
geht parallel mit AB, und umgekehrt, legt man den Strahl O 
bande mit AB, ſo geht der zugeordnete OX durch die Mitte 
von AB. 


74 Siebentes Kapitel. §. 198. 199. 


§. 198. Lehrſatz. 

Durch vier harmoniſche Strahlen wird jede gerade Linie, 
welche nicht durch ihren Durchſchnittspunkt geht, harmoniſch 
etheilt. f 
g e Wir unterſcheiden zwei Fälle. Die Linie iſt ent⸗ 
weder mit einem der harmoniſchen Strahlen parallel oder nicht. 

1) Es verhalte ſich Fig. 65 
AX: BX = AT: BI. 
Die Linien OA, OB, OX, O1 ſind alsdann harmoniſche Strah⸗ 
len. S’V’ ſei eine beliebige Linie parallel mit einem der har⸗ 
moniſchen Strahlen, etwa OA. Um zu beweiſen, daß S’V’ 
harmoniſch getheilt ſei, iſt nach §. 196 5) darzuthun, daß 
B'S’ gleich B'V’ if. Durch den Punkt B, in welchem der 
Strahl OB, der jenem Strahl OA zugeordnet ift, die Linie 
AB ſchneidet, lege man SV parallel OA, und es verhält ſich 


nach §. 137 
AT: BI = AO: BV 

und nach §. 142 AX: BX = AO: BS 

alſo, da die links ſtehenden Quotienten gleich ſind 
AO: BV = AO: BS 

Hieraus folgt BV = BS 

und dann iſt nach $. 191 auch BV = 308“. 

2) Wir ändern unſere Vorausſetzung, und nehmen an, 
die vier durch den Punkt Q gehenden Linien Fig. 65 ſeien vier 
harmoniſche Strahlen, die Linie AB aber ſei eine beliebige 
Linie, welche ſämmtliche Strahlen ſchneidet und nicht durch 
ihren Durchſchnittspunkt geht. Durch irgend einen der vier 
Durchſchnittspunkte A, B, X, X, etwa B, legen wir eine Linie 
Vs parallel mit dem Strahl OA, der durch den Punkt A geht, 
welcher jenem B zugeordnet iſt. Unter 1) iſt bereits bewieſen, 
daß harmoniſche Strahlen eine Linie, welche parallel mit einem 
von ihnen iſt, harmoniſch theilen, deshalb iſt hier BV gleich Bs. 
Nun verhält ſich 

AT: BI = A0: B 
und AX: BX = A0: BS 
folglich, da BV gleich Bs iſt, 

AX: BX = AY:BY. 
Damit iſt der Satz erwieſen. 

8,199, Lehrſätze. 

1) Stehen zwei zugeordnete harmoniſche Strahlen auf 
einander rechtwinklig, ſo halbiren ſie die Winkel, welche die 
beiden anderen zugeordneten Strahlen bilden. 

Beweis. Die Strahlen OA, OB, OX, O! Fig. 65 
ſeien harmoniſch, und die beiden zugeordneten OA und OB 
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mögen auf einander rechtwinklig ſtehen. Dann ſoll OA den 
Winkel VOX, OB den Winkel XO halbiren. — Man denke 
VS parallel OA. Nach S. 38 ſteht VS normal auf OB; und 
es iſt, nach dem vorigen Paragraph, BS gleich By; deshalb 
find nach §. 74 die Winkel SOB und VOB einander gleich. 
i der Winkel V'OA und XQA folgt jetzt nach 
46 2 ; 


2) Halbirt der eine von vier harmoniſchen Strahlen den 
Winkel, welchen ſeine beiden benachbarten Strahlen bilden, 
fo ſteht er normal auf dem ihm zugeordneten Strahl, und die— 
ſer halbirt alſo den Winkel, der von den ihm benachbarten 
Strahlen gebildet wird. 

Beweis. Es werde angenommen, QB halbire den 
Winkel XQY. VS ſei parallel mit dem Strahl OA, welcher 
jenem OB zugeordnet iſt. Dann iſt Bs gleich BV, und da 
ZSQB = ZVOB, fo folgt nach §. 74, daß OB normal ſteht 
auf VS, alſo auch normal auf der damit parallelen OA. 

3) Schneiden ſich vier Linien OA, OB, CX, QY in einem 
Punkt, ſtehen zwei von ihnen, OA und OB, auf einander 
rechtwinklig, und halbirt die eine von dieſen, OB, den Winkel 
XOY, welcher von den beiden anderen gebildet wird, jo find 
die vier Linien harmoniſche Strahlen. 

Beweis. Durch einen beliebigen Punkt B der Linie OB 
denke man eine Linie SV parallel mit OA. SV ſteht dann 
normal auf OB, und da auch die Winkel SOB und VOB gleich 
find, fo folgt nach §. 74, daß 8h gleich iſt BV, und daraus 
erhellet der Satz ($. 197). 

4) Irgend zwei ſich ſchneidende Linien OX und QY und 
die Halbirungslinien OA und OB ihrer Winkel find harmo⸗ 
niſche Strahlen. 

Beweis. Die Halbirungslinien der Winkel ſtehen nach 
F. 46 auf einander normal, daher erhellet das Geſetz aus 3). 

§. 200. Lehrſatz. f 

Wenn man Fig. 66 bei einem Dreieck ABC den einen 
Winkel durch die Linie AX, und ſeinen Nebenwinkel durch die 
Linie Ax halbirt, fo verhält ſich 

BI: CY = BX: CX S AB: AC. 

Beweis. Nach 4) des vorigen Paragraphen find die 
vier durch A gehenden Linien harmoniſche Strahlen, deshalb 
verhält ſich 

BX: CX BI: CY 
und nach §. 143 verhält ſich 

BX: CX = AB: AC. 
Daraus erhellet der Satz. 


www.rcin.org.pl 


76 Siebentes Kapitel. §. 201. 202. 


Die Proportion BY: CY = AB: AC läßt ſich auch erwei⸗ 
fen, indem man 40 gleich A0 nimmt, CO zieht, und ähnlich 
ſchließt wie in $. 143. 

§. 201. Lehrſatz. 
Verhält ſich Fig. 67 oder Fig. 68 
AX: BX = AIT: BT 
und e 
fo ſchneiden ſich die drei Linien XX', BB’ und YY’ entweder in 
einem Punkt, oder ſie ſind parallel. 

Beweis. Zwei der gedachten Linien, etwa XX’ und BB’ 
ſchneiden ſich entweder, oder ſie ſind parallel. Es werde zuerſt 
angenommen, XX' und BB’ ſchneiden ſich in O. Man denke 
die Linie QA, eine zweite durch die beiden Punkte O und I, 
und bezeichne den Durchſchnittspunkt der letztern Linie mit AB’ 
durch Z. Wegen der erſteren der vorausgeſetzten Proportionen 
find die durch O gehenden vier Linien harmoniſche Strahlen. 
Sie theilen alſo AB’ harmoniſch, und es iſt 2 der vierte har⸗ 
moniſche Punkt zu den dreien A, B'“, X'. Es fällt demnach 
Z mit ! zuſammen, und die Linie 11˙ mit der O1; folglich 
geht YY’ durch den Punkt O. — Sind zwei der Linien, etwa 
XX“ und BB’ parallel, fo kann die dritte 11 nicht eine der 
erſteren ſchneiden; denn ſchnitte fie die eine BB’, fo müßte, 
nach dem eben Erwiefenen, auch die andere XX' durch den 
Durchſchnittspunkt gehen, und dann ſchnitten ſich die beiden 
erſteren, welches ſich widerſpricht. 

Eben fo läßt ſich zeigen, daß auch die Linien XI“, XI 
und BB’ ſich in einem Punkt ſchneiden. 

b §. 202. 

Ein vollſtändiges Viereck entſteht, wenn man die Sei⸗ 
ten eines Vierecks unendlich denkt. Jeder Punkt, in welchem 
zwei Seiten eines vollſtändigen Vierecks ſich ſchneiden, heißt ein 
Eckpunkt, eine Ecke des Vierecks, jede gerade Linie, welche durch 
zwei Ecken eines vollſtändigen Vierecks geht, ohne mit einer 
Seite zuſammen zu fallen, eine Diagonale. Ein vollſtändiges 
Viereck Fig. 69 hat ſechs Eckpunkte A, B, C, D, E, F und 
drei Diagonalen, AC, BD, EF. Sind Fig. 70 zwei Seiten 
eines vollſtändigen Vierecks AD und BC parallel, fo fällt ihr 
Durchſchnittspunkt F in unendliche Entfernung, und die durch 
den Durchſchnittspunkt E der nicht parallelen Seiten AB und 
CD gehende Diagonale iſt den parallelen Seiten parallel. 
Sind je zwei gegenüberſtehende Seiten eines vollſtändigen 
Vierecks parallel, ſo liegen zwei Eckpunkte in der Unendlichkeit, 
und damit auch die durch ſie gehende Diagonale. Ein voll⸗ 
ſtändiges Viereck iſt ein Linienſyſtem, keine Fläche. 
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§. 203. Lehrſatz. 

Jede Diagonale eines vollſtändigen Vierecks iſt harmoniſch 
getheilt, und zwar ſind die beiden Eckpunkte, welche auf ihr 
ſich finden, zwei zuſammengehörige harmoniſche Punkte, und 
die beiden Punkte, in welchen ſie von den anderen Diagonalen 
geſchnitten wird, die zwei übrigen zuſammengehörigen harmo⸗ 
niſchen Punkte. 

Beweis. Man denke Fig. 69 zu den drei Linien AB, 
AX, AD die (in der Figur nicht angegebene) vierte harmoniſche 
Linie AV. Sie liefert, nach §. 198, auf der Linie BD zu den 
drei Punkten B, D, X den vierten harmoniſchen Punkt X'. 
Man denke ferner zu den drei Linien CB, CX, CD die (nicht 
gezeichnete) vierte harmoniſche Linie Cs; und fie liefert, nach 
§. 198, auf der Linie BD zu den drei Punkten B, D, X gleich⸗ 
falls den vierten harmoniſchen Punkt X'. Die Linien AV und 
CS ſchneiden ſich demnach, und ihr Durchſchnittspunkt X liegt 
auf der Linie BD. — Die Linie AV liefert, nach §. 198, auf 
der Linie EF auch zu den drei Punkten E, F und 1 den 
vierten harmoniſchen Punkt 1“; und die Linie Cs liefert 
gleichfalls zu den Punkten E, F und Y den vierten harmoni⸗ 
ſchen Punkt 1“. Die Linien AV und Cs ſchneiden ſich dem⸗ 
nach in einem Punkt J, welcher ſich auf der Linie EF be- 
findet. — Der Durchſchnittspunkt der Linien AV und Cs liegt 
alſo auf der Linie BD und zugleich auf der Linie EF, und iſt 
folglich ihr Durchſchnittspunkt 2. In dieſem Punkt 2 wird 
alſo der vierte harmoniſche Punkt X' zu denen B, D, X, und 
zugleich der vierte harmoniſche 1“ zu den Punkten E. F und 
Y dargeboten. — Daß auch die dritte Diagonale A0 har⸗ 
moniſch getheilt ſei, folgt in gleicher Weiſe, indem man zu den 
Linien BA, BX, BC die vierte harmoniſche Linie denkt, und 
die zu den dreien DA, DX, DC. 

Derſelbe Beweis paßt für Fig. 70. 

Der Satz gilt endlich auch für das Parallelogramm, denn 
die eine Diagonale liegt in der Unendlichkeit, und die anderen 
beiden ſind halbirt. 


8. 204. 

Jede Linie, welche beliebige andere Linien ſchneidet, heißt 
eine Transverſale. 

Befinden ſich auf einer beliebigen Linie Punkte A, B, C, D 
u. ſ. w., und wird die Linie von einer Transverſale in dem 
Punkt X geſchnitten, jo nennt man die Stücke AX, BX, CX, 
DX u. ſ. f. die Abſchnitte dieſer Transverſale. 

Wird für ein Dreieck eine gerade Linie als Transver⸗ 
ſale gedacht, ſo ſchneidet ſie entweder zwei Seiten und die 
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Verlängerung der dritten, oder fie ſchneidet die Verlängerungen 
aller drei Seiten. Dies erhellet, wenn man Fig. 71 in der 
erſten Figur die Transverſale XI einmal um den Punkt X, 
und einmal um den Punkt Y gedreht denkt. 


§. 205. Lehrſatz. 

Werden Fig. 71 drei ſich ſchneidende gerade Linien AB, 
AC, BC von einer Transverſale XX geſchnitten, fo bilden ſich 
ſechs Abſchnitte, und das Product AX. BZ. C ſolcher drei 
Abſchnitte, welche nicht einen Endpunkt gemeinſchaftlich haben, 
iſt gleich dem BX. CZ. AJ der drei übrigen. 

Beweis. Aus einem der Durchſchnittspunkte der drei 
Linien, etwa A, ziehe man 40 parallel zur Transverſale; 


dann iſt 
AX: BX = OZ: BZ 
CY:AY= (2:02 
und die Producte der äußeren und der inneren Glieder liefern 
AX CY. BZ = BX-AY- CZ. 
§. 206. Lehrſatz. 
Befinden ſich Fig. 71 die Punkte X, I, Z in ſolcher 


Stellung daß 
AX. BZ. C = BX. CZ. Al 
fo liegen die Punkte X, XI, Z in gerader Linie. 

Beweis. Man denke durch X und Y eine gerade Linie, 
und bezeichne den Punkt, in welchem BC von dieſer Linie 
geſchnitten wird, und von dem es vorläufig unbeſtimmt iſt, 
ob er mit Z zuſammenfallen werde, durch 2˙. In der erſten 
Figur befindet ſich Z’ auf BC ſelbſt, in der zweiten auf 
der Verlängerung von BC (S. 204). Nach dem vorigen 


Satz iſt 
AX-BZ’.CY = BX -· CZ! AI. 
Die vorausgeſetzte Gleichung dividire man durch dieſe; das 


liefert 

BZ: BZ! = CI: CZ. 
daraus folgt 

BZ CZ: CL = BZ C.: CZ. 
d. h. BC: CZ = BC: CZ. 

Deshalb iſt CZ gleich CZ’, alſo liegt Z in 2“, d. h. mit X 
und Y in gerader Linie. 

§. 207. Lehrſatz. 

Innerhalb oder außerhalb des Dreiecks ABC Fig. 72 
oder Fig. 73 ſei der Punkt N beliebig genommen, und durch 
ihn und die Ecken des Dreiecks ſeien die Transverſalen A, 
BZ, (X gelegt; dann iſt das Product AX-BY-CZ dreier nicht 
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zuſammenſtoßenden Abſchnitte gleich dem Product BX. CI. AZ 
der übrigen. 


Beweis. Für das Dreieck AB! betrachte man CN als 
Transverſale, und es iſt nach §. 205 
AX-BC-YN = BX. IC-· AN. 
Für das Dreieck AYC werde BN als Transverſale betrachtet, 
und es iſt 
AN. BT. CZ = YN-BC-AZ. 
Das Product 20 Meichungen aber liefert 
BI. CZ = B- CI. AZ. 


§. 208. Lehrſatz. 

Liegen Fig. 72 oder Fig. 73 die Punkte X, I, 2 der⸗ 

geſtalt, daß 

AX. BI. CZ = BX. CX. AZ 
fo ſchneiden ſich die Linien AY, BZ und (X in einem und 
demſelben Punkte. 

Beweis. Der Durchſchnittspunkt der beiden Linien BZ 
und CX ſei N. Durch A und N denke man eine gerade Linie, 
und der Durchſchnittspunkt derſelben mit BC werde durch 1 
bezeichnet. Dann iſt nach dem vorigen Satz: 

AX- BI“. CZ = B- CY'- AZ. 
Die vorausgeſetzte Gleichung werde durch dieſe dividirt; es 
entſteht 
BY:BY = C: CI. 
Daraus folgt 
BI ECT: CI = BY=#CY':CY' 
oder BC: CT = BC: CV. 
Es iſt demnach CY’ = C, alſo befindet ſich 1 in Y, es fällt 
die Linie AY mit der AN zuſammen, und daraus erhellet das 
Geſetz. 
§. 209. Lehrſatz. 

Aus einem beliebig innerhalb oder außerhalb eines Dreiecks 
ABC Fig. 74 oder Fig. 75 angenommenen Punkt N feien Nor⸗ 
malen NX, NI, NZ auf die Seiten des Dreiecks gefällt oder 
auf deren Verlängerungen. Alsdann iſt 

AX?’+BY’+CZ? = BX?+CY’+AZ?. 
Beweis. Man denke die Linien NA, NB, NC, und drücke 
deren Quadrate 56 7 aus; das liefert die Gleichungen: 
X. N M = AZ NZA 
B. N. = BX?-+NX® 
CZ?+ NZ? = CY*+NY’ 
und die Summe dieſer Gleichungen giebt das Geſetz. 
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8. 210. Lehrſatz. 
Liegen Fig. 74 oder Fig. 75 die Punkte X, I, 2 derge⸗ 


ſtalt, daß 

AX’+BY’+C02Z° = BX’+CY?+ AZ? 
fo ſchneiden ſich die in X, I, 2 beziehlich auf AB, BC, AC 
errichteten Normalen in demſelben Punkt. 

Beweis. Die beiden in X und 1 auf AB und BC er⸗ 
richteten Normalen mögen ſich in N fchneiden, und man fälle 
von N eine Normale auf AC, welche dieſe Linie in 2“ treffen 
mag. Nach dem vorigen Paragraph iſt dann 

AX?+BY’+CZ” = BX’+CY’+AZ”. 
Dieſe Gleichung werde von der vorausgefegten ſubtrahirt. Es 


entſteht 
CZ. CZ“ = AZ — AZ“ 
oder CZ. — AZ? = C e =- AZ“ 
oder (CZ AZ) (CZ AZ) = (CZ’ AZ) (CZ. AZ) 
oder da CZ AZ = CTL EADT = AC iſt 
CZ EAZL = CZE AZ 
hierzu werde CZ EAZ = CYA. 
addirt, und es folgt CZ = CI. 
Deshalb fällt 2 in 2, die Normale in 2 alſo zuſammen mit 
der in Z’, und daraus erhellet der Satz. 


§. 211. 
Die Linien von den Ecken eines Dreiecks nach den Mitten 
der gegenüberſtehenden Seiten heißen die Mittellinien des 


Dreiecks. 
f §. 212. Lehrſätze. 

1) Es ſei Fig. 72 oder Fig. 73 BZ die Mittellinie zur 
Seite AC des Dreiecks ABC. In BZ ſei der Punkt N belie- 
big angenommen. Durch N lege man die Linien CX und Al, 
und denke die Linie XI; dieſe wird parallel zu A0. 

Beweis. Es iſt nach §. 207 

f AX-· BI. CZ = B. CT. AZ 
und es iſt AZ gleich CZ, da 2 die Mitte iſt von AC, 
alſo hat man AX. BI = BX-CY 
oder AX: BX CH:BY 
und daraus erhellet das Geſetz. 

2) Zieht man Fig. 72 oder Fig. 73 bei einem Dreieck 
ABC eine Linie XI parallel zur einen Seite A0, dann die 
Transverſalen AY und CX, und durch deren Durchſchnittspunkt 
N die Linie BN, fo iſt dies die Mittellinie zur Seite A0. 

Beweis. Es iſt BX: AX = BI: CX 

alſo AX.BY = BX. CX 


2 
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Ferner iſt AX. BV. CZ = BX. CV. AZ 
folglich iſt CZ = AZ, alſo Z die Mitte von A0. 


8 §. 213. Lehrſatz. 
Die drei Mittellinien eines Dreiecks ſchneiden ſich in 
einem Punkt. 
Beweis. Denn ſind Fig. 72 X, I, 2 die Mitten der 
Seiten, ſo iſt 


AX = BX 
BY = Ci 
CZ = A 
mithin AX. BTI. CZ = BX- CI. AZ. 


und es folgt das Geſetz aus $. 208. 


§. 214. Lehrſätze. 

1) Sind Fig. 72 A1, BZ, CX die Mittellinien des Dreiecks 
ABC, fo find die Dreiecke ABN, BCN, ACN einander gleich. 
Jedes iſt alſo der dritte Theil des Dreiecks ABC. 

Beweis. Die Dreiecke ABY und ACY find gleich, weil 
ſie gleiche Grundlinien haben und einerlei Höhe; eben ſo die 
Dreiecke NBY und NCY; daher iſt 

ABY—NBY = ACY—NCY 
d. h. ANB = ANC. 
In gleicher Weiſe folgt, daß ANB gleich BNC iſt. 

2) Jede Mittellinie iſt durch jede der beiden übrigen ſo 
getheilt, daß das nach der Ecke liegende Stück ſich zu dem 
anderen wie 2:1 verhält. Das nach der Seite liegende Stück 
iſt demnach der dritte Theil der ganzen Linie. 

Beweis. Man denke die Linie XI. Sie wird nach 
§. 212 parallel mit AC. Und man hat 

AN: IN = AC: XI = BC: BI = 2:1. 


§. 215. Lehrſätze. 

1) Die drei Linien, welche die Winkel eines Dreiecks 
halbiren, ſchneiden ſich in einem Punkt. 

Beweis. Es ſeien Fig. 72 AT, BZ, CX die Linien, 
welche die Winkel des Dreiecks ABC halbiren. Nach 8. 200 
verhält ſich 

AX: BX = AC: BC 
BY:CY = AB: AC 
CZ: AZ = BC: AB. 
Das Product dieſer Proportionen liefert 
AX. BY. CE: BJ. CY. AT 2 11 

oder AX. BI. CZ = BX. CI. AT 
und daraus erhellet das Geſetz. 

Wolf's Geometrie. 1. Th. Tte Aufl. 6 
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2) Die drei Linien, welche zwei äußere Winkel eines 
Dreiecks halbiren und den inneren Winkel, der nicht Neben⸗ 
winkel zu einem jener iſt, ſchneiden ſich in einem Punkt. 

Beweis. Die Linien AY und CX Fig. 73 mögen des 
Dreiecks ABC äußere Winkel bei A und C halbiren, die Linie 
BZ halbire den inneren Winkel bei B. Es verhält ſich nach 
§. 200 

AX: BX = AC: BC 
BY:CY = AB: AC 
CZ: AZ = BC: AB. 
Das Product Br I liefert 
I. CZ = BX. CT. AZ 
und daraus 4905 er Geſetz. 
§. 216. Lehrſätze. 

1) Der Punkt, in welchem die dre Halbirungslinien der 
Winkel eines Dreiecks ſich ſchneiden, iſt von den drei Seiten 
gleich weit entfernt. 

Beweis. Die Linien AY und BZ Fig. 72 mögen die 
Winkel BAC und ABC des Dreiecks ABC halbiren. Man 
denke von ihrem Durchſchnittspunkt N Normalen auf die Sei⸗ 
ten gefällt, und die Punkte, in welchen die Seiten AB, BC, AC 
von den Normalen getroffen werden, ſeien beziehlich durch X', 
Y, 2“ bezeichnet. Die Dreiecke ANX’ und ANZ’ find con⸗ 
gruent, denn fie haben AN gemeinſchaftlich, find rechtwinklig, 
und es iſt NAX = ZNAZ', weil AN den Winkel BAC 
halbirt. Daraus folgt, daß W. gleich NZ’ iſt. Eben jo find 
die Dreiecke BNX’ und BNY’ congruent; und deshalb iſt NX“ 
gleich NI. Darin liegt der Satz. 

2) Der Punkt, in welchem die drei Linien ſich ſchneiden, 
welche zwei äußere Winkel eines Dreiecks halbiren, und den 
inneren Winkel, der nicht Nebenwinkel zu einem jener iſt, liegt 
von den Seiten des Dreiecks (oder deren Verlängerungen) 
gleich weit entfernt. 

Beweis an Fig. 73 wie der zu 1). 

§. 217. Lehrſatz. 

Die drei Linien, welche auf den Seiten eines Dreiecks 
in deren Mitten normal ſtehen, ſchneiden ſich in einem Punkt. 

Beweis. Sind Fig. 74 X, IJ, 2 die Mitten der Sei⸗ 
ten des Dreiecks ABC, ſo iſt 


A = BR 
BY’ C 
02° AZ 


folglich AX?+BY?’+CZ’ = BX’+HCY’+AZ? 
und es erhellet der Satz aus $. 210, 


u BB 
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$. 218. Lehrſatz. 
Der Punkt, in welchem die Normalen ſich ſchneiden, die auf 
den Seiten eines Dreiecks in deren Mitten errichtet ſind, liegt 
von den drei Ecken gleich weit entfernt. 

Beweis. Es ſei Fig. 74 X die Mitte von AB, und XN 
normal auf AB, Y die Mitte von BC, und IN normal auf 

Man denke die Linien NA, NB, NC. Da AX gleich BX 
iſt, und die Winkel bei X rechte ſind, ſo erhellet aus §. 74 
daß NA gleich NB iſt. Eben fo iſt NB gleich NC. 
§. 219. Lehrſatz. 

Die drei Höhen eines Dreiecks ſchneiden ſich in einem Punkt. 

Beweis. Es ſeien Fig. 76 AY, BZ, (X die Höhen 
des Dreiecks ABC. Indem man die Quadrate der Seiten 
zweifach ausdrückt, erhält man 

AX?’+CX?=CY’+AY? 
BY’+-AY? = AZ ＋ BZ 
CZ. TBZ = BX?’+C0X? 
Die Summe dieſer Gleichungen iſt 
AX’+BY’+C02°?=BX?’+CY’+AZ? 
und es erhellet das Geſetz aus §. 210. 
§. 220. Lehrſatz. 

Der Punkt N, in welchem die Mittellinien eines Dreiecks 
ſich ſchneiden, der Punkt O, in welchem die Höhen ſich ſchnei⸗ 
den, und der Durchſchnittspunkt O0“ der Linien, die auf den 
Seiten in deren Mitten normal ſtehen, liegen in gerader Li⸗ 


nie, und es verhält ſich NO: NO“ = 2:1. 


Beweis. Es ſeien Fig. 77 AA’, BB’, CC’ die Mittel⸗ 

linien des beliebigen Dreiecks ABC. Es verhält ſich 
NA. = NBENB= NG:NO 2:1 
Deshalb find die Dreiecke ABC und A’B’C’ entfprechende Fi⸗ 
guren für N als inneren Aehnlichkeitspunkt und das Grund⸗ 
verhältniß 2:1. Die Höhen des Dreiecks ABC und die des 
Dreiecks A’B’C’ find alſo entſprechende Linien, und ihre Durch- 
ſchnittspunkte O und C0“ entſprechende Punkte. Deshalb be⸗ 
finden ſich O und Q’ mit N in gerader Linie, und es ver- 
hält ſich NO: NO“ = 2:1. Die Höhen des Dreiecks A’B’C’ 
ſind aber, da die Seiten beider Dreiecke als entſprechende Li- 
nien parallel gehen, zugleich die Linien, welche auf den Seiten 
des Dreiecks ABC in deren Mitten normal ſtehen. Es er- 
hellet alſo das Geſetz. 
§. 221. Lehrſatz. 

1) Schneiden ſich ſämmtliche Linien, welche auf den Sei⸗ 
ten eines necks in deren Mitten normal ſtehen, in einem Punkt, 
ſo iſt derſelbe von allen Ecken gleich weit ER: 
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Beweis. Man ziehe von dieſem Punkte Linien nach 
allen Ecken des necks. Dadurch entſteht über jeder Seite ein 
gleichſchenkliges Dreieck. Jede von den gezogenen Linien iſt 
deshalb gleich der benachbarten, worin liegt, daß alle einander 
gleich ſind. 

2) Iſt ein Punkt von allen Ecken eines necks gleich weit 
entfernt, ſo gehen durch ihn die ſämmtlichen Linien, welche 
auf den Seiten in ihren Mitten normal ſtehen. 

Beweis. Man ziehe von dem Punkte nach jeder Ecke 
eine Linie, fo entjteht über jeder Seite ein gleichſchenkliges 
Dreieck. Dieſe Dreiecke haben jenen Punkt als Eckpunkt, wel⸗ 
cher den dritten Seiten gegenüberſteht, gemeinſchaftlich, und 
durch denſelben gehen die erwähnten Normalen nach S. 75. 

7 Es kann nur ein Punkt Statt finden, welcher von 
allen Ecken eines necks gleich weit entfernt iſt. 

Beweis. Denn wollte man annehmen, es fänden meh⸗ 
rere ſolcher Punkte Statt, ſo müßten durch jeden von ihnen 
die ſämmtlichen Linien gehen, welche auf den Seiten in ihren 
Mitten normal ſtehen, und das iſt dem Begriff der geraden 
Linie zuwider. N 

8. 222. 

Ein Punkt, der von allen Ecken eines necks gleich weit 
entfernt iſt, heißt der Mittelpunkt deſſelben. 

Jedes Dreieck hat einen Mittelpunkt, aber nicht jedes 
neck; denn es iſt nicht nothwendig, daß die Linien, welche auf 
den Seiten eines necks in deren Mitten normal ſtehen, ſämmt⸗ 
lich durch einen und denſelben Punkt gehen. 


— [0002 


Achtes Kapitel. 


Vom Kreiſe. 


8. 223. 

Eine Ebene, welche ſo begränzt iſt, daß alle Punkte der 
Begränzung von einem innerhalb der Ebene liegenden Punkt 
gleich weit entfernt ſind, heißt ein Kreis. Die Begränzung 
iſt eine in ſich zurückkehrende krumme Linie. Sie wird die 
Kreislinie oder die Peripherie des Kreiſes genannt. Der 
innerhalb eines Kreiſes befindliche Punkt, von welchem alle 
Punkte der Peripherie gleich weit entfernt liegen, heißt der 
Mittelpunkt des Kreiſes. 


8, 224-227, Vom Kreife. 85 


Jede gerade Linie vom Mittelpunkt eines Kreiſes bis zu 
irgend einem Punkte ſeiner Peripherie heißt ein Radius oder 
ein Halbmeſſer dieſes Kreiſes. 

§. 224. 

Alle Radien eines Kreiſes ſind, der Erklärung gemäß, 

einander gleich. 
§. 225. 

Iſt die Entfernung eines Punktes von dem Mittelpunkt 
eines Kreiſes kleiner als deſſen Radius, ſo liegt der Punkt 
in dem Kreiſe; iſt die Entfernung des Punktes vom Mittel- 
punkt gleich dem Radius, ſo befindet er ſich in der Peripherie; 
iſt ſie größer als der Radius, ſo befindet er ſich außerhalb 
des Kreiſes, und umgekehrt. 

a §. 226. 

Wird innerhalb einer überall begränzten Ebene ein Punkt 
angenommen, und durch ihn eine unendliche gerade Linie ge— 
dacht, fo ſchneidet fie die Begränzung der Ebene wenigſtens 
in zwei Punkten. Dies liegt in dem Begriff der geraden Linie 
und in dem Begriff der überall begränzten Ebene. 

Geht daher eine unendliche gerade Linie durch einen Punkt, 
welcher innerhalb eines Kreiſes ſich befindet, ſo ſchneidet ſie 
die Peripherie des Kreiſes wenigſtens in zwei Punkten. 


S8. 227. Lehrſätze. 

1) Jede gerade Linie, deren normaler Abſtand vom Mit⸗ 
telpunkt eines Kreiſes geringer iſt als der Radius, ſchneidet 
die Peripherie dieſes Kreiſes in zwei Punkten. 

Beweis. Es ſei Fig. 78 der normale Abſtand MC der 
Linie AB vom Mittelpunkt M des Kreiſes kleiner als der 
Radius. Der Punkt C befindet ſich innerhalb des Kreiſes; 
und da die Linie AB durch dieſen Punkt geht, ſo ſchneidet 
ſie die Peripherie des Kreiſes wenigſtens in zwei Punkten. 
Sie ſchneidet die Peripherie aber in nicht mehr als zwei 
Punkten; denn wenn A und B zwei Durchſchnittspunkte der 
Linie AB mit der Peripherie des Kreiſes find, fo iſt eine be- 
liebige Linie MD oder ME nach S. 67 allemal kleiner oder 
größer als der Radius MB (oder MA), alſo iſt jeder andere 
Punkt der Linie AB entweder näher am Mittelpunkt oder 
weiter von ihm entfernt, als die Peripherie, liegt daher ent- 
weder innerhalb oder außerhalb des Kreiſes, und nicht in 
deſſen Peripherie. 

Eine gerade Linie, deren normaler Abſtand vom Mit⸗ 
telpunkt eines Kreiſes größer iſt als der Radius, hat mit der 
Peripherie dieſes Kreiſes keinen Punkt gemeinſchaftlich. 
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Beweis. Iſt Fig. 78 die Normale MF größer als der 
Radius, fo iſt eine andere Linie MG um fo mehr größer als 
der Radius. Daher ſind alle Punkte der Linie FG weiter 
vom Mittelpunkt entfernt, als die Peripherie, ſo daß jene mit 
dieſer keinen Punkt gemeinſchaftlich hat. 

3) Eine gerade Linie, deren normaler Abſtand vom Mit⸗ 
telpunkt eines Kreiſes gleich dem Radius iſt, hat mit der 
Peripherie dieſes Kreiſes nur einen Punkt gemeinſchaftlich, und 
dies iſt der Punkt, in welchem die Normale vom Mittelpunkt 
des Kreiſes die Linie trifft. 

Beweis. Denn iſt Fig. 78 die Linie MH normal auf 
HN und dabei gleich dem Radius, fo liegt der Punkt H in 
der Peripherie, aber kein anderer Punkt N der Linie IN, 
weil jede andere Linie MN größer iſt als der Radius MH. 

5 4) Hat eine gerade Linie mit der Peripherie eines Krei⸗ 
ſes zwei Punkte gemeinſchaftlich, ſo iſt ihr normaler Abſtand 
vom Mittelpunkt kleiner als der Radius. 

Beweis. Denn wäre er gleich dem Radius oder grö⸗ 
ßer als derſelbe, ſo müßte die Linie nur einen Punkt mit der 
Peripherie gemein haben oder keinen. 

5) Hat eine gerade Linie keinen Punkt mit der Peri⸗ 
pherie eines Kreiſes gemein, ſo iſt ihr normaler Abſtand vom 
Mittelpunkt dieſes Kreiſes größer als der Radius. 

Beweis. Denn wäre er ihm gleich oder kleiner, ſo 
müßte die Linie einen Punkt oder zwei Punkte mit der Peri⸗ 
pherie des Kreiſes gemein haben. 

6) Hat eine gerade Linie mit der Peripherie eines Krei⸗ 
ſes einen einzigen Punkt gemeinſchaftlich, ſo iſt ihr normaler 
Abſtand vom Mittelpunkt dieſes Kreiſes gleich dem Radius. 

Beweis. Denn wäre er kleiner oder größer, ſo müßte 
die Linie zwei Punkte oder gar keinen Punkt mit der Peri⸗ 
pherie gemein haben. 

§. 228. 

Jede gerade Linie, welche mit der Peripherie eines Krei⸗ 
ſes zwei Punkte gemeinſchaftlich hat, heißt eine Secante des 
Kreiſes, und das Stück von ihr, welches innerhalb des Krei— 
ſes liegt, eine Sehne. Jede Sehne, welche durch den Mit⸗ 
telpunkt geht, wird ein Durchmeſſer genannt. N 

Jede gerade Linie, welche mit der Peripherie eines Kreiſes 
nur einen Punkt gemeinſchaftlich hat, heißt eine Tangente des 
Kreiſes für dieſen Punkt, und der Punkt, welchen die Linie 
mit der Peripherie gemein hat, der Berührungspunkt. 
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Von einer Secante und von einer Sehne ſagt man, ſie 
ſchneide, von einer Tangente, ſie berühre den Kreis oder 
deſſen Peripherie. 


§. 229. 
Jeder Durchmeſſer iſt das Doppelte von dem Radius 
ſeines Kreiſes. 
Alle Durchmeſſer eines Kreiſes ſind einander gleich. 


8. 230. Lehrſätze. 

1) Jede gerade Linie AB Fig. 78, die ſchief ſteht auf 
einem Radius MA in dem Punkte, welchen er mit der Peri⸗ 
pherie des Kreiſes gemeinſchaftlich hat, iſt eine Secante. 

Beweis. Denn ihr normaler Abſtand vom Mittelpunkt 
des Kreiſes iſt kleiner als der Radius. 

2) Jede gerade Linie, die auf einem Radius normal ſteht 
in dem Punkt, welchen er mit der Peripherie gemein hat, iſt 
eine Tangente des Kreiſes für dieſen Punkt. 

Beweis. Denn ihr normaler Abſtand vom Mittelpunkt 
iſt dem Radius gleich. 

3) Die Radien, welche nach den Durchſchnittspunkten 
einer Secante gehen, ſtehen ſchief auf derſelben. 

Beweis. Denn ſtände einer auf ihr normal, ſo müßte 
die Secante Tangente ſein. 

4) Zieht man nach dem Berührungspunkt einer Tangente 
einen Radius, ſo ſteht er normal auf der Tangente. 

Beweis. Denn ſtände die Tangente ſchief auf dem 
Radius, ſo müßte ſie die Peripherie des Kreiſes ſchneiden. 

5) Eine Linie, welche auf einer Tangente in ihrem Be⸗ 
1 normal ſteht, geht durch den Mittelpunkt des 

reiſes. 

ee Der Radius zu dem Berührungspunkt jteht 
normal auf der Tangente; und da alle Linien in einander 
fallen, welche auf der Tangente in dem Berührungspunkt nor⸗ 
mal ſtehen, ſo fällt die gedachte Normale in den Radius, und 


geht mit ihm durch den Mittelpunkt. 


6) Fällt man vom Mittelpunkt eine Normale auf eine 
Tangente des Kreiſes, ſo trifft ſie den Berührungspunkt. 

Beweis. Der Radius zu dem Berührungspunkte ſteht 
normal auf der Tangente; und da alle Linien in einander 
fallen, welche vom Mittelpunkt aus auf die Tangente hin 
normal gedacht werden, ſo fällt die erwähnte Normale in den 
Radius zu dem Berührungspunkte, trifft ihn alſo mit ihm. 

7) Alle Tangenten für denſelben Punkt eines Kreiſes fal- 
len in einander. ö 
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Beweis. Denn ſie ſtehen normal auf demſelben Ra⸗ 
dius in demſelben Punkt. 

8) Eine gerade Linie, welche eine Tangente in dem Be⸗ 
rührungspunkte ſchneidet, ſchneidet den Kreis. 

Beweis. Denn berührte ſie ihn, ſo müßte ſie mit der 
Tangente zuſammenfallen. 

§. 231. 

Jeder Winkel, welcher von zwei Radien eines Kreiſes ge- 
bildet iſt, deſſen Spitze alſo im Mittelpunkt liegt, heißt ein 
Mittelpunktswinkel; jeder Winkel, welcher von zwei Seh⸗ 
nen gebildet wird, und deſſen Spitze in der Peripherie liegt, 
ein Periphe riewinkel. 

Jedes Stück der Kreislinie heißt ein Bogen. 

Jeder von den Theilen, in die eine Sehne einen Kreis 
zerlegt, heißt ein Kreis abſchnitt; jeder von den Theilen, in 
die zwei Radien einen Kreis zerlegen, ein Kreisausſchnitt. 

Ein Kreisausſchnitt heißt ein Quadrant, wenn die ihn 
begränzenden Radien einen rechten Winkel bilden, ein Sex⸗ 
tant, wenn der Winkel, welchen fie bilden, gleich 3 R iſt. 

Man ſagt, eine Sehne, ein Bogen, ein Mittelpunkts⸗ 
winkel, ein Kreisabſchnitt und ein Kreisausſchnitt gehören zu 
einander, wenn die Sehne und der Bogen ihre Endpunkte ge⸗ 
meinſchaftlich haben, und die Schenkel des Mittelpunktswinkels 
durch dieſe Endpunkte gehen. 

§. 232. Lehrſatz. 

Sind zwei Mittelpunktswinkel eines Kreiſes einander 
gleich, ſo ſind die dazu gehörigen Sehnen einander gleich, die 
dazu gehörigen Bogen, Kreisausſchnitte und Kreisabſchnitte 
congruent. 

Beweis. Die Gleichheit der Sehnen folgt aus der Con⸗ 
gruenz der Dreiecke, welche Statt findet, weil ſie zwei Sei⸗ 
ten und den von ihnen gebildeten Winkel gleich haben. — 
Legt man die Kreisausſchnitte ſo aufeinander, daß die gleichen 
Winkel ſich decken, ſo müſſen ſich auch die Bogen decken, weil 
beide überall gleich weit von den ſich deckenden Scheitelpunk⸗ 
ten der Winkel entfernt ſind. — Es decken ſich alſo die Bo⸗ 
gen und die Kreisausſchnitte, und weil dabei die Sehnen in 
einander fallen, ſo decken ſich auch die Kreisabſchnitte. 

§. 233. Lehrſatz. 

Sind zwei Mittelpunktswinkel eines Kreiſes ungleich, ſo 
find die dazu gehörigen Sehnen, Bogen, Kreisausſchnitte und 
Kreisabſchnitte ungleich. 

Beweis. Die Ungleichheit der Sehnen folgt aus §. 76. 
Die Ungleichheit der Bogen, Kreisausſchnitte und Kreisab⸗ 


Z -w 
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§. 234-238. Vom Kreiſe. 89 


ſchnitte fällt in die Augen, ſobald man ſie auf einander legt, 
ſo daß die einen Radien ſich decken. 
§. 234. Lehrſatz. 
Gleiche Sehnen, Bogen, Kreisausſchnitte, Kreisabſchnitte 
deſſelben Kreiſes haben gleiche Mittelpunktswinkel. 
Beweis. Denn wären dieſe ungleich, ſo müßten auch 
die Sehnen, Bogen u. ſ. w. ungleich ſein. 
§. 235. Lehrſatz. 
Ungleiche Sehnen, Bogen, Kreisausſchnitte, Kreisabſchnitte 
deſſelben Kreiſes haben ungleiche Mittelpunktswinkel. 
Beweis. Denn wären dieſe gleich, ſo wären es auch 
die Sehnen, Bogen u. ſ. w. 


238. 

Jeder Durchmeſſer theilt ſowohl den Kreis, als deſſen 
Peripherie in zwei congruente Theile. 

Denn die Theile des Kreiſes ſind Kreisausſchnitte, und 
die Theile der Peripherie Bogen, welche gleichen Mittelpunkts⸗ 
winkeln zugehören. 

§. 237. 


Jeder von den Theilen eines Kreiſes, in welche er durch 
einen Durchmeſſer zerlegt iſt, heißt ein Halbkreis. 

§. 238. Lehrſatz. 

1) Fällt man von dem Mittelpunkt eines Kreiſes eine 
Normale auf eine Sehne, ſo trifft ſie deren Mitte, und theilt 
den zur Sehne gehörigen Mittelpunktswinkel, jo wie den Bo⸗ 
gen der Sehne in zwei gleiche Theile. 

Beweis. Es ſei Fig. 79 M der Mittelpunkt des Krei⸗ 
ſes, und die Linie MC normal auf der Sehne AB. — Die 
Linien MA und MB find einander gleich, als Radien, und die 
Winkel a und A, als rechte Winkel, daher iſt nach §. 74 A0 
gleich CB, und y gleich o, und deshalb noch der Bogen AH 
gleich dem Bogen BH. 

2 Die Linie, welche den Mittelpunktswinkel einer Sehne 
halbirt, ſteht normal auf derſelben. 

Beweis. Denn iſt Fig. 79 y gleich , fo iſt, da AM 
gleich BM, nach §. 74 4 gleich P. 

3) Verbindet man den Mittelpunkt eines Kreiſes mit der 
Mitte einer Sehne durch eine gerade Linie, ſo ſteht dieſe Linie 
normal auf der Sehne. 

„Beweis. Es ſei A0 gleich CB, und da MA gleich MB, 
jo iſt, nach §. 74, a gleich ö. 

Die Linie, welche durch den Mittelpunkt eines Krei⸗ 
ſes und durch die Mitte eines Bogens geht, iſt normal auf 
deſſen Sehne. 
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Beweis. Denn ſie theilt den Mittelpunktswinkel der 
Sehne in zwei gleiche Theile. 

5) Die Linie, welche durch die Mitte einer Sehne und 
durch die Mitte ihres Bogens geht, iſt normal auf der Sehne. 

Beweis. Die Linie, welche durch den Mittelpunkt des 
Kreiſes und durch die Mitte der Sehne geht, ſteht normal 
auf der letztern, und halbirt den Bogen der Sehne; und die 
im Satz erwähnte Linie fällt mit jener zuſammen. 

6) Errichtet man in der Mitte einer Sehne eine Nor- 
male, ſo geht ſie durch den Mittelpunkt. 

Beweis. Denn das Dreieck AMB iſt gleichſchenklig, 
und errichtet man in der Mitte der dritten Seite AB eine 
Normale, ſo geht ſie durch die gegenüber ſtehende Ecke M, 
nach §. 75. 

7) Daher gehen alle Normalen, die in der Mitte von 
Sehnen eines Kreiſes errichtet ſind, durch denſelben Punkt, 
nämlich durch den Mittelpunkt. 

8) Schneiden ſich zwei Sehnen in ihren Mitten, ſo ſind 
ſie Durchmeſſer. a 

Beweis. Denn alsdann ſchneiden ſich die Linien, welche 
auf ihnen in ihren Mitten normal ſtehen, in dieſen Mitten, 
die deshalb im Mittelpunkt des Kreiſes liegen. 

9) Zwei Sehnen, die nicht Durchmeſſer ſind, ſchneiden 
ſich niemals in ihren Mitten. 

Beweis. Denn ſonſt wären ſie Durchmeſſer. 

§. 239. Lehrſätze. 

1) Sind zwei Sehnen eines Kreiſes einander gleich, ſo 
ſind ſie gleich weit vom Mittelpunkt entfernt. 

Beweis. Es ſeien Fig. 79 die beiden Sehnen AB 
und EF einander gleich. — Man denke die Normalen MC 
und MG. Sie treffen die Mitten der Sehnen. Da die Seh- 
nen gleich find, jo find es auch ihre Hälften CB und GE; 
ferner iſt MB gleich ME; die rechtwinkligen Dreiecke MCB 
und MGE haben daher die Hypotenuſe und eine Kathete 
gleich, und find congruent. Deshalb iſt MC gleich MG; 
d. h., die normalen Abſtände der Sehnen vom Mittelpunkt 
ſind gleich. N 

2) Sind zwei Sehnen eines Kreiſes gleich weit vom Mit⸗ 
telpunkt entfernt, ſo ſind ſie einander gleich. 

Beweis. Es ſei Fig. 79 die Normale MC gleich der 
Normale MG. Da auch MB gleich ME ift, folgt die Con⸗ 
gruenz der beiden rechtwinkligen Dreiecke MCB und MGE. 
Wegen der Congruenz dieſer Dreiecke iſt CB gleich GE, und 
deshalb AB gleich EF. 
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§. 240. Lehrſätze. 

1) Sind zwei Sehnen eines Kreiſes ungleich, ſo ſind ſie 
ungleich weit vom Mittelpunkt entfernt, und zwar ſteht die 
größere dem Mittelpunkt näher als die kleinere. 

Beweis. Es ſei Fig. 79 die Sehne EF größer als die 
Sehne AB. — Man denke die Normalen MC und MG. Sie 
treffen die Mitten der Sehnen. Nun iſt 6E (die Hälfte der 
Sehne EF) größer als CB (die Hälfte der Sehne AB); die 
rechtwinkligen Dreiecke MCB und MGE haben daher die Hy⸗ 
potenuſen MB und ME gleich, die einen Katheten aber un⸗ 
gleich, und daraus folgt nach §. 78, daß MG kleiner iſt als 
MC, d. h. die größere Sehne ſteht dem Mittelpunkt näher, als 
die kleinere. 

2) Sind zwei Sehnen eines Kreiſes ungleich weit vom 
Mittelpunkt entfernt, ſo ſind ſie ſelbſt ungleich, und zwar iſt 
die dem Mittelpunkt näher ſtehende größer, als die von ihm 
entferntere. 

Beweis. Es ſei Fig. 79 die Normale MG kleiner als 
die Normale MC. — Die rechtwinkligen Dreiecke MCB und 
MGE haben die Hypotenuſen gleich, die einen Katheten aber 
ungleich, alſo iſt, nach $. 78 GE größer als CB, daher auch 
die Sehne EF größer als AB. 

3) Der Durchmeſſer iſt größer als jede andere Sehne 
deſſelben Kreiſes. 

Beweis. Da die Summe zweier Seiten eines Dreiecks 
größer iſt als die dritte Seite, fo iſt irgend eine Sehne EF 
Fig. 79 kleiner als die beiden Radien ME und MF zuſammen⸗ 
genommen. Der Durchmeſſer iſt aber gleich zweien Radien. 


4) Iſt Fig. 80 HL Durchmeſſer, und BC normal auf 
demſelben, jo iſt von allen Sehnen, die durch den Punkt A 
gehen, BC die kleinſte, und jede der übrigen iſt größer, als 
f von denen, welche zwiſchen ihr und der kleinſten ſich be⸗ 

nden. 

Beweis. Um zu zeigen, daß BC die kleinſte Sehne ſei, 
conſtruire man durch 4 eine andere Sehne DE, und deren 
normalen Abſtand vom Mittelpunkt, MN. MA iſt dann als 
Hypotenuſe größer als MN, folglich BC kleiner als DE; und 
da DE jede Sehne repräſentirt, welche durch A geht, ſo iſt 
BC kleiner als jede andere durch A gelegte Sehne. Um den 
anderen Theil des Satzes zu erweiſen, denke man noch die 
Sehne FG, und fälle vom Mittelpunkt M auf fie die Nor⸗ 
male MP. Die Dreiecke AMP und AMN find rechtwinklig und 
haben die Hypotenuſe AM gemeinſchaftlich; nehmen wir alſo 


www.rein.org.pl 


92 Achtes Kapitel. 8. 241-243. 


den Winkel MAP kleiner an, als den Winkel MAN, fo tft nach 
§. 79 MP kleiner als MN, folglich FG größer als DE. 

Auch iſt AG größer als AE, denn AP ift größer als AN, 
und PG größer als NE. 

§. 241. 

Man ſagt, ein Mittelpunktswinkel, oder ein Peripherie- 
winkel ſteht auf dem Bogen, welchen ſeine Schenkel abſchnei— 
den, und der in ſeiner Winkelebene ſich befindet. 

242 


Stehen ein Peripheriewinkel und ein Mittelpunktswinkel 
auf demſelben Bogen, ſo iſt der Peripheriewinkel die Hälfte 
des Mittelpunktswinkels. 

Beweis. Es iſt Fig. 81 das Dreieck MBC gleichſchenk⸗ 
lig, alſo der Winkel MCB gleich dem Peripheriewinkel A. — 
Der Mittelpunktswinkel c iſt als äußerer Winkel des Dreiecks 
MCB gleich der Summe der gegenüberliegenden Winkel, da⸗ 
her iſt & gleich 22. 

Bei Fig. 82 iſt nach dem eben erwieſenen Fall 

Z.OMC = 2. 0BC 
und J OMA S2. COBA 
alſo, wenn man ſubtrahirt, 
ZOMC— ZQMA = 2[Z/0BC—ZOBA] 
h. . 28. N 
Bei Fig. 83 iſt nach dem erſten Fall 
Z.OMC = 2. COC 
und OMA = 2. ZOBA 
beides addirt liefert 
ZOMC+ZOMA = 2[Z0BC-+ZOBA] 
d. h. @= 20: 
Andere als dieſe Fälle können nicht eintreten. 

Der Satz gilt auch dann, wenn der Mittelpunktswinkel 
geſtreckt oder erhaben ſein ſollte, welches in derſelben Weiſe 
gezeigt wird. 

§. 243. Lehrſätze. 

1) Alle Peripheriewinkel, welche auf gleichen Bogen eines 
Kreiſes ſtehen, ſind einander gleich. 

Beweis. Denn jeder iſt die Hälfte des Mittelpunkts⸗ 
winkels, welcher mit ihm auf gleichem Bogen ſteht. 

2) Peripheriewinkel eines Kreiſes, welche auf ungleichen 
Bogen ſtehen, ſind ungleich. 0 

Beweis. Der kleinere Bogen läßt ſich als Theil des 
größeren denken; daher iſt ein Theil von dem Peripherie⸗ 
winkel auf dem größeren Bogen gleich dem Peripheriewinkel 
auf dem kleineren Bogen. 
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3) Sind Peripheriewinkel eines Kreiſes gleich, fo find 
die Bogen gleich, auf denen ſie ſtehen. W 

Beweis. Denn wären die Bogen ungleich, ſo müß⸗ 
ten es auch die Peripheriewinkel ſein. 

§. 244. Lehrſätze. 
| 1) Jeder Peripheriewinkel, welcher auf einem Halbkreiſe 
ſteht, iſt ein rechter Winkel. 
Beweis. Denn der Mittelpunktswinkel, welcher mit 
ihm auf gleichem Bogen ſteht, iſt gleich 2R. 

2) Iſt ein Peripheriewinkel ein rechter Winkel, ſo ſteht 
er auf einem Halbkreiſe. 

Beweis. Der Peripheriewinkel auf einem Halbkreiſe 
iſt ein rechter Winkel, und gleiche Peripheriewinkel ſtehen auf 
gleichen Bogen. 

3) Es ſei Fig. 81 AB Durchmeſſer, BC Sehne: eine 
in C auf BC errichtete Normale geht durch A. 

Beweis. Man denke CA, und der Winkel BCA iſt 
ein rechter nach 1). Die in C errichtete Normale fällt nach 
$. 40 mit CA zuſammen, geht alſo durch A. 

5 §. 245. Lehrſätze. 

1) Jede Sehne, welche von einem Endpunkt eines Durch⸗ 
meſſers ausgeht, iſt mittlere Proportionale zu ihrer Projection 
auf dem Durchmeſſer und dem Durchmeſſer ſelbſt. 

2) Und fällt man aus irgend einem Punkte der Peri- 
pherie eine Normale auf einen Durchmeſſer, ſo iſt die Nor— 
male mittlere Proportionale zu den Stücken des Durchmeſ— 
ſers, in welche ſie ihn theilt. 

Beweis. Iſt nämlich Fig. 86 EF ein Durchmeſſer, 
ET Sehne und IN normal auf dem Durchmeſſer, fo iſt das 
Dreieck ETF bei J rechtwinklig, und es folgt beides aus §. 154. 

§. 246. Lehrſatz. 

Der Winkel, welchen eine Tangente mit einer Sehne 
bildet, die von dem Berührungspunkt ausgeht, iſt gleich je⸗ 
dem Peripheriewinkel, der auf dem Bogen ſteht, welcher in 
der Winkelebene des erſten Winkels liegt. 

Beweis. Die Sehne gehe durch den Mittelpunkt. Der 
Winkel, welchen fie alsdann mit der Tangente bildet, iſt ein 


rechter Winkel, und jeder Peripheriewinkel, welcher auf dem 


Bogen ſteht, der in der Ebene dieſes Winkels liegt, ſteht 
auf einem Halbkreiſe, iſt alſo auch ein rechter Winkel. 
Die Sehne gehe nicht durch den Mittelpunkt und bilde 
mit der Tangente einen ſpitzen Winkel Fig. 84. — Alle 
Peripheriewinkel, welche auf gleichem Bogen ſtehen, find ein- 
ander gleich. Der Satz wird demnach erwieſen, wenn man 
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zeigt, daß irgend ein Peripheriewinkel, welcher auf dem Bo⸗ 
gen ſteyt, der in der Winkelebene von liegt, gleich à iſt. 
Man ziehe den Durchmeſſer Ab und die Sehne BD. Der 
Winkel ABD iſt ein rechter Winkel; deshalb machen die Win⸗ 
kel BAD und zuſammengenommen einen rechten Winkel 
aus. Die Winkel BAD und à betragen aber auch einen 
rechten Winkel. Deshalb iſt & gleich £. 

Bildet endlich Fig. 85 die Sehne BA mit der Tangente 
AC einen ſtumpfen Winkel , fo ziehe man den Durchmeſſer 
AD und die Sehne DE, und es find die Winkel CAD und 
AED einander gleich, als rechte Winkel, und die Peripherie- 
winkel BAD und BED, weil ſie auf einem Bogen ſtehen; 
folglich iſt auch hier A gleich a. 


F. 247. Lehrſätze. 

1) Iſt eine Tangente parallel mit einer Sehne, ſo iſt 
ihr Berührungspunkt die Mitte von dem Bogen der Sehne. 

Beweis. Der Radius, welcher nach dem Berührungs⸗ 
punkt geht, iſt normal auf der Tangente, deshalb auch nor⸗ 
mal auf der mit ihr parallelen Sehne, und der Satz folgt 
aus $. 238 1). 

2) Eine Tangente iſt parallel mit einer Sehne, ſobald ihr 
Berührungspunkt die Mitte von dem Bogen der Sehne iſt. 

Beweis. Denn ſowohl die Tangente als die Sehne iſt 
normal auf dem Radius, der nach dem Berührungspunkt geht. 

3) Sind zwei Tangenten parallel, ſo iſt die Linie, welche 
ihre Berührungspunkte verbindet, ein Durchmeſſer. 

Beweis. Denn die Normale, welche auf der einen in 
ihrem Berührungspunkt errichtet wird, geht durch den Mit- 
telpunkt und ſteht normal auf der anderen, trifft daher deren 
Berührungspunkt. 

4) Sind zwei Sehnen parallel, ſo geht die Linie, welche 
ihre Mitten verbindet, durch den Mittelpunkt des Kreiſes. 

Beweis. Denn errichtet man auf der Mitte der einen 
Sehne eine Normale, ſo geht dieſe durch den Mittelpunkt, 
ſteht normal auf der anderen, und trifft alſo deren Mitte. 

5) Sind zwei Sehnen parallel, ſo ſind die Bogen gleich, 
welche zwiſchen ihnen ſich befinden. 

Beweis. Es ſeien Fig. 79 die Sehnen EF und DL 
parallel. Man ziehe die Linie EL. Die Winkel DLE und 
LEF find gleich, als innere Wechſelwinkel zu den parallelen 
Sehnen. Die Winkel ſind Peripheriewinkel; und nach §. 243 
find die Bogen gleich, auf denen gleiche Peripheriewinkel eines 
Kreiſes ſtehen. aher ift der Bogen DE gleich dem Bogen LF. 
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6) Zwei Sehnen find parallel, weun die Bogen gleich 
ſind, welche zwiſchen ihnen ſich befinden. 

Beweis. Es ſei Fig. 79 der Bogen DE gleich dem 
Bogen LF. Die Peripheriewinkel DLE und LEF, welche auf 
den gleichen Bogen DE und LF ſtehen, find gleich, nach §. 243, 
und da ſie als innere Wechſelwinkel zu den Sehnen DL und 
EF erſcheinen, fo find dieſe parallel. 

§. 248. Lehrſätze. 

1) Schneiden ſich zwei Sehnen, ſo iſt das Product aus 
den Stücken der einen gleich dem Product aus den Stücken 
der anderen. 

Beweis. Es ſeien Fig. 86 AB und CD die Sehnen. 
Die Dreiecke NAC und NDB find ähnlich, denn es find die 
Winkel CAB und CDB gleich als Peripheriewinkel auf dem⸗ 
ſelben Bogen, eben jo die Winkel ACD und ABD. Daher 
verhält ſich 


und das liefert 


NA: NC ND: NB 


NA. NB = NC- ND. 

2) Man denke durch den Punkt N alle möglichen Seh⸗ 
nen, und es ſei 10 die kleinſte. Die kleinſte Sehne ſteht 
nach §. 240 4) normal auf dem durch N gehenden Durchmeſ⸗ 
ſer, iſt alſo durch N halbirt, und daher iſt NT. NO = NT”. 
Unmittelbar nach 1) hat man nun 

NA. NB = NC. ND = NE-NF=NG-NH =... NI“ 

3) Es ſei Fig. ST NT Tangente des Kreiſes, NB eine 
beliebige Secante; und es iſt . 
NA-NB = NTA. 

Beweis. Die Dreiecke NTA und NTB find ähnlich, 
denn ſie haben den Winkel bei N gemeinſchaftlich, und die 
Winkel NTA und TBN find gleich nach §. 246. Daher ver- 
hält ſich 

NA: NT NT: NB 
und das liefert 
NA. NB = NT '. 

4) Man denke Fig. 87 durch N alle möglichen Secanten 
und man hat ſofort nach 3) 

NA. NB NC ND. I'. 

5) Die Stücke NA und NB Fig. 86 und Fig. 87 find 
die Abſchnitte, welche man erhält, indem man von N einmal 
bis zur Kreislinie geht, und von N wiederum bis zur Kreis- 
linie. Fig. 86 find die Abſchnitte NA und NB der einzelnen 
Sehnen ungleich, und nur die Abſchnitte NO und NT der 
kleinſten Sehne ſind gleich. Fig. 87 ſind die Abſchnitte NA 
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und NB der einzelnen Secanten ebenfalls ungleich; und dreht 
man eine Secante NB um den Punkt N bis fie zur Tan⸗ 
gente NT geworden, ſo ſind ihre Durchſchnittspunkte A und 
B einander näher gerückt und zuletzt in T zuſammengefallen: 
eine Tangente NT kann daher angeſehen werden als eine Se⸗ 
cante, deren Abſchnitte einander gleich ſind, nämlich NT und 
NT. Nach dieſen Betrachtungen laſſen ſich die Geſetze dieſes 
Paragraphen als ein Geſetz auffaſſen und ausſprechen, näm⸗ 
lich: Wenn man durch einen beliebigen Punkt alle Sehnen 
oder Secanten für einen Kreis denkt, ſo ſind die Producte 
einander gleich, die einzeln aus den Abſchnitten je einer Linie 
gebildet ſind, alſo gleich dem Quadrat eines Abſchnitts der 
Linie, deren Abſchnitte gleiche Größe haben. 

Der Werth NT? heißt ſowohl bei Fig. 86, als bei Fig. 87 
die Potenz des Punktes N. 


$. 249. Lehrſätze. 

1) Schneiden ſich zwei Tangenten eines Kreiſes, z find 
die Stücke von ihnen gleich, welche zwiſchen ihrem Durch⸗ 
ſchnittspunkt und den Berührungspunkten liegen; und die gerade 
Linie, welche durch den Durchſchnittspunkt und den Mittel⸗ 
punkt des Kreiſes geht, theilt den Winkel, welchen die Tan⸗ 
genten bilden, in zwei gleiche Theile. 

Beweis. Es ſeien Fig. 88 die Linien BA und BC 
Tangenten, und A und C ihre Berührungspunkte. Die recht⸗ 
winkligen Dreiecke MAB und MCB haben die Hypotenuſe ge⸗ 
meinſchaftlich, und die Katheten MA und MC gleich; fie ſind 
daher congruent, und daraus folgt, daß BA gleich BC, und 
& gleich P iſt. 

2) Theilt eine Linie den Winkel, welchen zwei ſich ſchnei⸗ 
dende Tangenten eines Kreiſes bilden, in zwei gleiche Theile, 
ſo geht ſie durch den Mittelpunkt. 

Beweis. Die Linie MB Fig. 88 gehe durch den Mit⸗ 
telpunkt und den Durchſchnittspunkt der Tangenten. — Sie 
theilt nach dem vorigen Satz den Winkel, welchen die Tan⸗ 
genten bilden, in zwei gleiche Theile. Alle Linien, welche einen 
Winkel in zwei gleiche Theile theilen, fallen aber in einander; 
daher muß jede Linie, welche den Winkel ABC in zwei gleiche 
Theile theilt, in die Linie BM fallen, und mit ihr durch den 
Mittelpunkt gehen. 


§. 250. 
Liegen ſämmtliche Ecken eines necks in der Peripherie 
eines Kreiſes, ſo ſagt man, das neck liegt in dieſem Kreiſe, 
oder der Kreis liegt um das neck; und ſind ſämmtliche Sei- 
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ten eines necks Tangenten für einen Kreis, ſo ſagt man, das 
neck liegt um dieſen Kreis, oder der Kreis liegt in dem neck. 
§. 251. Lehrſatz. 

Jedes Dreieck liegt in einem Kreiſe; und der Mittelpunkt 
dieſes Kreiſes iſt der Punkt, in welchem die Linien ſich ſchnei⸗ 
den, die auf den Mitten der Seiten des Dreiecks normal ſtehen. 

Beweis. Dieſer Punkt iſt nach §. 218 von allen Ecken 
des Dreiecks gleich weit entfernt; daher muß der Kreis, wel⸗ 
cher ihn zum Mittelpunkt, und ſeine Entfernung von einer Ecke 
zum Radius hat, alle Ecken des Dreiecks in ſeine Peripherie 
aufnehmen. 

8. 252. 


Der Kreis, welcher um das rechtwinklige Dreieck liegt, 
hat die Hypotenuſe zum Durchmeſſer; und der Kreis, welcher 
die Hypotenuſe zum Durchmeſſer hat, nimmt die dritte Ecke 
des rechtwinkligen Dreiecks in ſeine Peripherie auf. 

; Lehrſatz. 

ss Dreieck liegt um einen Kreis; und der Mittelpunkt 
dieſes Kreiſes iſt der Punkt, in dem die Linien ſich ſchneiden, 
welche die Winkel des Dreiecks halbiren. 

Beweis. Nach 8. 216 ſind die Normalen, von dieſem 
Punkt auf die Seiten des Dreiecks gefällt, einander gleich; 
daher werden für den Kreis, welcher ihn zum Mittelpunkt, und 
eine der Normalen zum Radius hat, die drei Seiten des 
Dreiecks Tangenten. 

§. 254. a 

Wegen 8. 216 giebt es drei Kreiſe, von denen jeder die 

eine Seite eines Dreiecks und die Verlängerungen der beiden 


anderen berührt. 
§. 255. Lehrſatz. g . 
Liegt ein neck in einem Kreiſe, und ſind ſeine Seiten 
einander gleich, ſo ſind ſeine Winkel einander gleich. 
Beweis. Gleiche Sehnen eines Kreiſes haben gleiche 
Mittelpunktswinkel, daher auch gleiche Bogen. Hieraus erſieht 
ſich, daß alle Winkel des necks auf gleichen Bogen ſtehen, und 
daraus folgt, daß alle enden ach ſind. 
256. 
Sind alle Seiten eines necks einander gleich, auch alle 
Winkel, ſo heißt das neck ein reguläres neck. 
Jeder Winkel eines regulären necks iſt gleich 
n—2 
l 2. 
Das reguläre Dreieck iſt das gleichſeitige, und das regu⸗ 
läre Viereck iſt das Quadrat. 
Wolff's Geometrie. 1. Th. 7te Aufl. 7 
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§. 257. Lehrſatz. 

Die Linien, welche die Winkel eines regulären necks hal- 
biren, ſchneiden ſich in einem Punkt, und dieſer Punkt iſt von 
allen Ecken des necks gleich weit entfernt, alſo Mittelpunkt 
eines Kreiſes, der um das neck liegt. 

Beweis. Es ſei Fig. 93 ABCD E ein Theil von der 
Begränzung eines regulären necks, die Linie DM theile den 
Winkel CDE in zwei gleiche Theile, die Linie CM den Winkel 
BCD. Da die getheilten Winkel einander gleich ſind, ſo ſind 
es auch die Winkel e und § als ihre Hälften; daraus folgt, 
daß zunächſt die Linie DM gleich iſt der Linie CM. 8 
werde die Linie BM gedacht. Die Dreiecke MCB und MDC 
find congruent, denn fie haben die Seiten MC und Mb gleich, 
auch die Seiten CB und DC, und die Winkel 7 und «, Da⸗ 
her iſt BM gleich CM, o gleich 5. Und da die Winkel ABC 
und BCD gleich find, und A die Hälfte von B00 iſt, fo iſt 
ö die Hälfte von ABC, und die Linie BM theilt den Winkel 
ABC in zwei gleiche Theile. Von der Linie AM könnte eben 
fo gezeigt werden, daß fie gleich BM ift, und daß fie den 
Winkel bei A halbirt u. ſ. f. Es ſind daher alle Linien, von 
den Ecken nach dem Punkt M hin, einander gleich, und jede 
halbirt den Winkel, von deſſen Spitze ſie ausgeht. Alle Li⸗ 
nien, die einen Winkel halbiren, fallen in einander. Daraus 
folgt der Satz. 

i §. 258. Lehrſatz. 

Die Linien, welche auf den Mitten der Seiten eines re⸗ 
gulären necks normal ſtehen, gehen durch den Mittelpunkt des 
Kreiſes, der um das neck liegt, und ſind einander gleich. 

Beweis. Die Seiten ſind Sehnen dieſes Kreiſes, des⸗ 
halb gehen die Normalen, welche auf ihren Mitten ſtehen, 
durch den Mittelpunkt, und da ferner die Seiten gleich ſind, 
ſo ſind ihre Entfernungen vom Mittelpunkt, d. h. jene Nor⸗ 
malen, einander gleich. 

§. 259. 

Jedes reguläre neck liegt daher um einen Kreis, und 
dieſer hat einerlei Mittelpunkt mit dem Kreiſe, in welchem 


es liegt. 
8. 260. 
Man bemerke: 

1) daß alle die Dreiecke congruent find, in welche ein 
reguläres neck durch die Linien zerlegt wird, die von ſeinen 
Ecken nach dem Mittelpunkt des Kreiſes gehen, in welchem 
das neck liegt, und daß 
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2) der Winkel eines ſolchen Dreiecks, welcher am Mittel⸗ 
punkt liegt, gleich IR ift, während jeder der beiden anderen 


„ 10% 1 — 2 
gleich iſt b 


R. 


§. 261. Lehrſatz. 

Die Seite des regulären Sechsecks iſt gleich dem Radius 
des Kreiſes, welcher um daſſelbe liegt. 

Beweis. Man denke Linien vom Mittelpunkte nach den 
Endpunkten einer Seite. Jeder Winkel des Dreiecks, welches 
dadurch entſteht, iſt gleich z R (nach dem vorigen Paragraph), 
das Dreieck alſo ein gleichſeitiges, daher die Seite des Sechs⸗ 
ecks gleich dem Radius. 

§. 262. Lehrſatz. 

Liegen ein reguläres Fünfeck und ein reguläres Zehneck 
in demſelben Kreiſe, ſo iſt das Dreieck, welches die Seite des 
Fünfecks, die Seite des Zehnecks, und den Radius des Krei— 
ſes zu Seiten hat, rechtwinklig, und die Seite des Fünfecks 
iſt ſeine Hypotenuſe. 

Beweis. Es ſei Fig. 94 AB die Seite des regulären 
Fünfecks, M der Mittelpunkt des Kreiſes. Die Linie MC hal⸗ 
bire den Winkel AMB; AC und BC find dann Seiten des 
regulären Zehnecks. Ferner ſei M normal auf AC. 

In dem Dreieck ADC iſt 40 gleich 00, und die Winkel 
bei O find rechte Winkel, daher iſt AD gleich DC, und der 
ee 1 2 dem Winkel 8. Und da gleich 7 ift, fo ift 
au eich 5. 

. Dis Dreiecke ADC und ACB find ähnlich, denn fie ha— 
ben die Winkel A und 7 gleich, und den Winkel & gemein⸗ 
ſchaftlich; es verhält ſich alſo 

AD: AC = AC: AB 
und daraus folgt AD-AB = AC. 

Die Winkel d und y find einander gleich; denn J ift 
nach 8.260 gleich 2 R, und ꝙ iſt KR, weil der Winkel AMB 
nach §. 260 gleich z Ru iſt, MC den Winkel AMB halbirt, und 
MO den Winkel AMC. | 

Weiter find nun die Dreiecke MDB uud MAB ähnlich, 
denn fie haben die Winkel und J gleich, und den Winkel 
s gemeinſchaftlich; 1 ſich daher 


: MB = MB: AB 
woraus folgt DB- AB = MB’, 
Hierzu addire man 
AD. AB = AC“ 
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das liefert (AD EDB) AB = ACA MB 
oder AB’ = AC’+MB? 
und daraus erhellet der Satz nach §. 121, mit Rückſicht auf 


§. 185. i 
§. 263. Lehrſatz. 

Bei dem Dreieck ABC Fig. 95 ſei der Winkel BAC durch 
die Linie AX, ſein Nebenwinkel durch A in zwei gleiche Theile 
getheilt, dann iſt 

AX! = AB. AC BX. (X 
AY’ = BT. CI- AB. AC. 

Beweis. Man denke den Kreis, welcher um das Dreieck 
liegt, verlängere AX bis zum Durchſchnitt D mit dem Kreiſe 
und ziehe CD. Die Dreiecke ABX und ACD find ähnlich, 
denn nach der Vorausſetzung iſt ZBAX gleich ZCAX, und 
die Winkel bei B und D ſind gleich, als Peripheriewinkel auf 
demſelben Bogen. Deshalb verhält ſich 

AB: AX = AXT DN: AC 
das liefert AX“ ＋AX- DX = AB-AC 
oder, weil nach 8.248 AX - DX = BX-CX 

AX BX. X = AB: AC 
und daraus erhellet die erſte Gleichung. 

Man verlängere andererſeits AY bis zum Durchſchnitt E 
und ziehe CE. Dann find die Dreiecke ABY und ACE ähn⸗ 
lich. Es iſt nämlich, da AY den äußeren Winkel halbirt, 
Z.CAY gleich ZEAB, alſo C BA gleich EAC, und es 
ſind die Winkel bei B und E gleich, als Peripheriewinkel auf 
demſelben Bogen. Deshalb hat man 

AB: Al = EY—AY:AC 
alſo AB. AC = AY-EY—AY’ 
und hieraus, indem man nach §. 248 BY. C1 ſtatt AY-EY 


ſetzt 
AY’ = BI. CY—AB-AC x 
welches die zweite Gleichung ift. 
Die erſte Gleichung wird gewöhnlich dargeſtellt unter der 


Form 
AX BX. X = AB -· AC. 


§. 264. Lehrſatz. 

Der Inhalt eines Dreiecks iſt gleich dem Product ſeiner 
drei Seiten, dividirt durch den doppelten Durchmeſſer des 
Kreiſes, welcher um das Dreieck liegt. 

Beweis. Die Maaße der drei Seiten des Dreiecks 
EFG Fig. 96 ſeien a, b, o. Man ziehe den Durchmeſſer 
GH, deſſen Maaß d fein mag, und die Sehne FH. — Das 


. rr 


§. 265. 266. Vom Kreiſe. 101 


er GFH ijt rechtwinklig bei F, fein Inhalt daher gleich 
8 8 Die Dreiecke EFG und GFH haben die Winkel 8 


und a gleich, als Peripheriewinkel, welche auf einem Bogen 
ſtehen, verhalten ſich alſo wie die Producte der Seiten, welche 
dieſe Winkel bilden. Es bezeichne X den Inhalt des Dreiecks 
EF G, dann iſt 


und daraus folgt Xx = Fr 


§. 265. Lehrſatz. 

Bei jedem Viereck, welches in einem Kreiſe liegt, er⸗ 
gänzen ſich die gegenüberſtehenden Winkel zu einem geſtreckten 
Winkel. 

Beweis. Man ziehe Fig. 97 die Radien MA und MC, 


o iſt y = 2a 

men 3 = 2ß 
alſo 1 ＋ e = 26a 
oder 2:2R = 2 (4 f) 
mithin 2R = A ＋ G 


und dann auch die Summe der Winkel BAD und Bb gleich 
einem geſtreckten Winkel nach $. 84. 
§. 266. Lehrſatz. 

Bei jedem Viereck, welches in einem Kreiſe liegt, iſt das 
Product der Diagonalen gleich der Summe der Producte aus 
den gegenüberſtehenden Seiten. 

Beweis. Es ſei Fig. 98 der Winkel EFN gleich dem 
Winkel HFG gemacht. Damm find die Dreiecke EFN und HFG 
ähnlich, weil ſie die eben genannten Winkel gleich haben und 
die Winkel @ und 5; es verhält ſich daher 

EN: b = d: 


woraus folgt EN.q = bd. 

Ferner find die Dreiecke NFG und EFH ähnlich, weil ſie die 

Winkel y und oͤ gleich haben und die Winkel ꝙ und , (von 

dieſen iſt nämlich jeder zuſammengeſetzt aus dem Winkel NEH 

und einem der gleichen Winkel HFG und EFN); alſo verhält ſich 
NG: c = a: 

und daraus folgt NG. = ac. 

Hierzu addire man EN-q = bi 

das liefert (EN+NG)q = ac+bd 

oder pq = ac bd. 


En EN | 
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In gleicher Weiſe ergiebt ſich das Geſetz für die Fälle, 
daß die Linie kN in die Diagonale FH, oder in die Winkel⸗ 
ebene des Winkels HFG geräth. 

Dieſer Satz heißt der Ptolemäiſche Lehrſatz. 

§. 267. Lehrſatz. 

Die Diagonalen eines Vierecks, welches in einem Kreiſe 
liegt, verhalten ſich wie die Summen der Producte aus den 
Seiten, welche an ihren Endpunkten zuſammenſtoßen. 

Beweis. Es bezeichne X den Durchmeſſer des Kreiſes 
Fig. 98. Dann drückt ſich der Inhalt des Dreiecks EFG aus 


durch - der Juhalt des Dreiecks EGH durch . alſo 
der Inhalt des Vierecks EF GA durch u: ferner iſt 
der Inhalt des Dreiecks EFH gleich =, der des Dreiecks 
FGH gleich =, daher der Inhalt des Vierecks auch gleich 


(ab cd) q 
„ Man hat alſo 


(ad be) p = (ab ed) 
und daraus folgt 
p:q = ab ed: ad be. 
§. 268. Lehrſatz. 
Bei jedem Viereck, welches um einen Kreis liegt, ſind die 
Summen der gegenüberſtehenden Seiten gleich. 
Beweis. Denn find Fig. 99 E, F, 6, H die Berüh⸗ 
rungspunkte, ſo iſt 


AE = AH 
BE = BF 
DG = DH 
CG = CF 


alfo 
AE+BE+DG+GC = AHTDHY BFT CF 
oder AB TDC = AD-+BEC. 


§. 269. Lehrſatz. 
Sind die Summen der gegenüberſtehenden Seiten eines 
Vierecks einander gleich, ſo liegt das Viereck um einen Kreis. 
Beweis. Es ſeien Fig. 99 die Summen der gegen- 
überſtehenden Seiten des Vierecks einander gleich. Wollte 
man annehmen, der Kreis, welcher die Seiten AB, BC und 
CD berührt, werde von AD nicht berührt, fo könnte von A 
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aus eine Tangente AN an den Kreis gelegt werden, und dann 
hätte man 
ABCD DN BC+AN 
oder AB+CD = BC+AN=EDN, 
Nach der Vorausſetzung iſt 
AB ＋ CD = BCN AD 
daher müßte ANA DN AD 
ſein, welches nicht möglich iſt. 
§. 270. Lehrſätze. 

1) Bei jedem in einem Kreiſe liegenden Sechseck befinden 
ſich die drei Durchſchnittspunkte der gegenüberſtehenden Seiten 
in gerader Linie. Gegenüberſtehende Seiten ſind die erſte und 
vierte, zweite und fünfte, dritte und ſechſte Seite, irgend eine 
als erſte genommen. 

Beweis. Man faſſe Fig. 100 drei nicht zuſammenſtoßende 
Seiten, etwa die erſte, dritte und fünfte ins Auge, und für 
das Dreieck POR, welches dieſe bilden, betrachte man die übri- 
gen drei Seiten des Sechsecks als Transverſalen. Dann iſt 


nach §. 205 
BP. CO- VR = BR. CP. 10 
XP-DQ-ER = XR. DP. EO 
AP. Z- FRS AR. ZP. FO. 
Ferner hat man nach S. 248 
BP. AP = CP. DP 
DO- CO = EO-· FO 
ER. FR =-BR- AR. 

Wenn man nun die erſten drei Gleichungen mit einander mul⸗ 
tiplicirt und die letztern drei Gleichungen beachtet, ſo entſteht 
XP-ZQ-YR = XR. ZP. VO. 

Die Punkte X, X, 2 befinden ſich auf den Seiten des Dreiecks 
Be folglich nach §. 206 in gerader Linie, und das ift der 

a 


2 Man denke in einem Kreiſe ein beliebiges Fünfeck. 
Der Eckpunkt, in welchem die erſte und die fünfte Seite zu⸗ 
ſammenſtoßen, ſei A. Der Durchſchnittspunkt zwiſchen der 
erſten und vierten Seite, der zwiſchen der zweiten und fünften 
Seite, und der Punkt, in welchem die dritte Seite und die 
Tangente in A ſich ſchneiden, liegen in gerader Linie. 

Beweis. Man laſſe Fig. 100 das Sechseck ABCDEF 
in ein Fünfeck übergehen dadurch, daß die Seite AF ſich um 
den Punkt F dreht bis A in F fällt, während BA die nö⸗ 
thige Drehung um B macht. Während die Seite Ak fich 
verkleinert, ändern die Punkte 2 und X ihre Lage, bleiben 
aber ſtets in gerader Linie mit 1. Im letzten Augenblick, 
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wo AF verſchwindet, wird AZ zur Tangente in A (oder F.) 
und fo erhellet das Geſetz aus 1). 

3) Wenn man in der Peripherie eines Kreiſes drei Punkte 
A, B, C beliebig wählt, für ſie Tangenten denkt, und die 
Secanten AB, AC, BC, ſo befinden ſich die drei Durchſchnitts⸗ 
punkte zwiſchen den Tangenten und den ihnen gegenüberſtehen⸗ 
den Secanten in gerader Linie. 

Beweis. Folgt aus 1), wenn man drei nicht zuſammen⸗ 
ſtoßende Seiten des Sechsecks verſchwinden, in Tangenten über⸗ 
gehen läßt. Will man das Geſetz geradezu erweiſen, ſo 
betrachte man für das Dreieck, welches die Tangenten bilden, 
die drei Secanten als Transverſalen und verfahre ähnlich 
wie in 1). 

Aehnlich laſſen ſich mehr Geſetze aus 1) ableiten. 
§. 271. Lehrſatz. 

Der Inhalt eines jeden necks, welches um einen Kreis 
liegt, iſt gleich dem halben Product aus der Summe der Sei⸗ 
ten in den Radius dieſes Kreiſes. 

Beweis. Man denke Linien von dem Mittelpunkt des 
Kreiſes nach allen Ecken des necks. Dies wird dadurch in 
Dreiecke zerlegt, welche ſämmtlich den Radius des Kreiſes zur 
Höhe haben, ſobald man die Seiten des necks als Grundlinien 
annimmt. Iſt daher r der Radius des Kreiſes, und find 
a, b, c, d. die Seiten des necks, jo drückt ſich der Inhalt 
des necks aus durch 


ar br er dr 
„ 
und dies iſt gleich 
(a+b+c+d+:--)r. 
2 


8. 272. 


Sind daher a, b, o die Seiten eines Dreiecks, und iſt r 


der Radius des Kreiſes, um welchen das Dreieck liegt, ſo iſt 
% (a+b+e)r 
der Inhalt des Dreiecks gleich ee 


Und iſt a die Seite eines regulären necks, r der Radius 
des Kreiſes, um welchen das neck liegt, ſo iſt der Inhalt des 


necks gleich — 25 


§. 273. 
Liegen drei Punkte nicht in einer geraden Linie, ſo iſt 
wegen §. 251 ein Kreis denkbar, in deſſen Peripherie fie ſich 
befinden. Vier oder mehr Punkte liegen aber nicht immer 
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in der Peripherie eines Kreiſes; denn es iſt nicht nothwendig, 
daß eine Kreislinie, welche durch drei von den Punkten geht, 
noch einen gegebenen Punkt in ſich aufnimmt. 


§. 274. Lehrſatz. 

Sind Fig. 102 die Winkel a und 8 einander gleich, fo 

liegen die Punkte A, B, C, D in der Peripherie eines Kreiſes. 

Beweis. Wollte man annehmen, die Kreislinie, welche 
durch die Punkte A, B und D geht, ſchnitte die Linie AC nicht 
in dem Punkt C, ſondern in F, fo müßten die Winkel o und a 
einander gleich ſein, als Peripheriewinkel auf demſelben Bogen. 
Dann wäre aber Ö gleich A, welches nicht möglich ift, weil Ö 
als äußerer Winkel größer iſt als A. Wollte man annehmen, 
jene Kreislinie ſchnitte die Linie AC in 6, fo müßte e gleich 
a, alſo auch gleich A fein, was wieder nicht möglich iſt, da 5 
größer iſt als s. Die Linie A0 kann daher nur in C von 
jener Kreislinie geſchnitten werden. 

§. 275. Lehrſatz. 

1) Iſt Fig. 103 der Winkel 5 gleich dem Winkel a, fo 
nimmt die Kreislinie, für welche A0 in A Tangente iſt, und 
die den Punkt B enthält, auch den Punkt D in ſich auf. 

Beweis. Die Kreislinie wird von der Linie AD ge⸗ 
ſchnitten, weil dieſe die Tangente in dem Berührungspunkt 
ſchneidet. Wollte man nun annehmen, die Kreislinie ſchnitte 
die Linie AD nicht in D, ſondern etwa in E, fo müßte 7 
gleich a, alſo auch gleich A fein, während doch 7 als äußerer 
Winkel größer als Fi iſt; und wollte man annehmen, ſie ſchnitte 
die Linie AD in F, jo müßte o gleich a ſein, und daher auch 
gleich A, während 8 größer iſt als d. Die Kreislinie kann 
daher die Linie Ab nur in dem Punkt D treffen. 

2) Sit Fig. 103 der Winkel & gleich dem Winkel A, fo 
nimmt die Kreislinie, welche von AC in A berührt wird, und 
die durch D geht, den Punkt B in ſich auf. 

Beweis. Die Kreislinie und die Linie AB ſchneiden 
ſich, weil AB die Tangente in dem Berührungspunkt ſchneidet. 
Wollte man annehmen, die Kreisliuie und die Linie AB ſchnit— 
ten ſich nicht in B, ſondern etwa in 6, ſo müßte der Winkel 
ADG ve a, alſo auch gleich § fein, welches nicht möglich ift. 

3) Sind Fig. 84 die Winkel a und y einander gleich, jo 
iſt die Linie A0 in dem Punkt A Tangente für den Kreis, 
deſſen Peripherie die Punkte A, B, E enthält. 

Beweis. Es ſei AD Durchmeſſer. Die Winkel 8 und 
y find gleich als Peripheriewinkel, welche auf einem Bogen 
ſtehen; 7 iſt gleich a, deshalb iſt auch A gleich a. Der Win- 
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kel § ergänzt den Winkel BAD zu einem rechten Winkel, und 
da 5 gleich a iſt, ergänzt auch & den Winkel BAD zu einem 
rechten Winkel; dann iſt aber AC normal auf dem Durch⸗ 
meſſer Ab, und in dem Punkt A Tangente für den Kreis, 
deſſen Peripherie die Punkte A, B, E enthält. 
§. 276. Lehrſatz. 
Iſt Fig. 104 


NA. NB = NC- ND 
ſo liegen die vier Punkte A, B, C, D in der Peripherie eines 
Kreiſes. 

Beweis. Man denke durch die drei Punkte A, B, C 
einen Kreis. Die Linie CN wird von der Kreislinie noch in 
einem Punkte 0 geſchnitten, weil CN durch den Punkt N geht, 
welcher innerhalb des Kreiſes liegt. Alsdann iſt 

NA. NB = NC- NO 
nach der Vorausſetzung 
NA. NB = NC. ND 
deshalb ND gleich NO; der Punkt D liegt alſo in dem Punkt 
O und mit dieſem in der Kreislinie, welche durch A, B, C geht. 
§. 277. Lehrſatz. 
Iſt Fig. 105 


NA. NB = NC. ND 
ſo liegen die vier Punkte A, B, C, D in der Peripherie eines 
Kreiſes. 

Beweis. Die Kreislinie, welche die drei Punkte B, A, C 
enthält, ſchneidet die Linie NC; denn wäre dies nicht der Fall, ſo 
könnte NC nur Tangente in dem Punkt C fein, und dann wäre 

s NA. NB = NC? 

alſo NC = NC. N 

welches nicht möglich iſt, weil NC kleiner iſt als ND. Nimmt 

man num an, die Linie NC werde von der Kreislinie außer 

in dem Punkt C, noch in dem Punkt O geſchnitten, fo iſt 
NA-NB = NC- NO 

alſo wegen der Vorausſetzung 

ND=N 

folglich befindet ſich D in O und mit O in jener Kreislinie. 
§. 278. Lehrſätze. 

1) Sit Fig. 87 

NT = NA-NB 


ſo nimmt die Kreislinie, welche von NT in J berührt wird, 
und die durch den Punkt A geht, anch den Punkt B in ſich auf. 

Beweis. Die Dreiecke ANT und BNT find ähnlich, 
denn fie haben den Winkel ANT gemeinſchaftlich und nach der 
Vorausſetzung verhält ſich 
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NA: NT = NT: NB. 
Deshalb find die Winkel ATN und ABT gleich und es folgt 
der Satz aus §. 275 1) 
2) Iſt Fig. 87 
NT?’ = NA-NB 


fo nimmt die Kreislinie, welche von NT in T berührt wird, 
und die durch den Punkt B geht, den Punkt A in ſich auf. 
Beweis. Es ſind wie in 1) die Winkel ATN und ABT 
gleich und das Geſetz folgt aus §. 275 2). 
3) Iſt Fig. 87 
NT?” = NA -· NB 


fo iſt die Linie NT in dem Punkt T Tangente für die Kreis⸗ 
linie, welche durch die Punkte A, B, T geht. 

Beweis. Es find wie zuvor die Winkel ATN und ABT 
gleich und der Satz folgt aus §. 275 3). 

8. 279. Lehrſatz. 

Iſt die Summe der gegenüberſtehenden Winkel eines 
Vierecks gleich einem geſtreckten Winkel, ſo liegt das Viereck 
in einem Kreiſe. 

Beweis. Es ſei Fig. 106 die Summe der Winkel a 
und 5 gleich einem geſtreckten Winkel. Wollte man annehmen, 
die Kreislinie, welche durch die Punkte D, A, B geht, ſchnitte 
die Linie DC nicht in C, ſondern etwa in E oder in F, fo 
müßte 7 oder Ö den Winkel & zu einem geſtreckten ergänzen, 
alſo gleich A fein; und das iſt nicht möglich, da der eine grö- 
ßer, der andere kleiner ift als 5. 

§. 280. Lehrſatz. 

Kreiſe, welche gleiche Radien haben, ſind congruent. 

Beweis. Legt man die Kreiſe ſo auf einander, daß die 
Mittelpunkte ſich decken, jo decken ſich auch die Peripherieen, 
weil ſie überall gleich weit von den Mittelpunkten entfernt ſind. 

§. 281. Lehrſatz. 
Decken ſich zwei Kreiſe, ſo liegen ihre Mittelpunkte in 
einander und ihre Radien ſind gleich. 
Beweis. Man denke für die Kreiſe einen gemeinſchaft⸗ 
lichen Durchmeſſer, und ein ſolcher iſt jede Sehne, die durch 
ihre beiden Mittelpunkte geht. Der Mittelpunkt eines jeden 
der Kreiſe liegt in der Mitte des Durchmeſſers, und der Ra— 
dius eines jeden iſt deſſen Hälfte. 

§. 282. Lehrſatz. 

Gleiche Sehnen, welche ungleichen Kreiſen angehören, ha— 
ben ungleiche Mittelpunktswinkel, und zwar hat die Sehne den 
größern, welche dem kleinern Kreiſe zugehört. 
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Beweis. Es ſei Fig. 107 AB gleich CD, der Radius NC 
größer als der Radius MA, MF normal auf AB, und NG 
normal auf CD. — Die rechtwinkligen Dreiecke MAH und NCL 
haben die Katheten AH und CL gleich, die Hypotenuſen aber 
ungleich, und daher iſt nach §. 81 der Winkel AMH größer 
als der Winkel CNL, folglich der Winkel AMB größer als der 
Winkel CND. 

a §. 283. 


Die gerade Linie von der Mitte eines Bogens bis zur 
Mitte ſeiner Sehne, wird die Höhe des Bogens genannt. 

§. 284. Lehrſatz. 

Gleiche Sehnen, welche ungleichen Kreiſen angehören, haben 
Bogen von ungleichen Höhen, und zwar hat der Bogen die 
größere Höhe, welcher dem kleineren Kreiſe angehört. 

Beweis. Denn es iſt Fig. 107 der Winkel FMB 7 75 
als der Winkel GND (nach §. 282), alſo der Winkel MFB 
kleiner als der Winkel NGD und deshalb nach §. 80 die Ka⸗ 
thete FH größer als die Kathete GL. 

§. 285. Lehrfatz. 

Sehnen, welche ungleichen Kreiſen angehören, und deren 
Mittelpunktswinkel gleich ſind, verhalten ſich wie die Radien 
der Kreiſe. 

Beweis. Folgt aus der Aehnlichkeit der Dreiecke. 

§. 286. Lehrſatz. 

Zwei necke find congruent, wenn fie n — 1 Seiten bezieh⸗ 
lich gleich und in derſelben Folge haben, jedes in einem Halb⸗ 
kreiſe liegt, und deſſen Durchmeſſer feine nte Seite iſt. 

Beweis. Man denke von den Mittelpunkten Linien nach 
den Ecken gezogen. Die Halbkreiſe ſind congruent, denn wä⸗ 
ren ſie ungleich, ſo würde wegen §. 282 die Summe der Mit⸗ 
telpunktswinkel in dem einen größer oder kleiner ſein, als die 
Summe der Mittelpunktswinkel in dem anderen, während jede 
gleich dem geſtreckten Winkel iſt. Sind aber die Halbkreiſe 
congruent, jo find die Mittelpunktswinkel der beziehlich glei- 
chen Seiten einander gleich, daher die Dreiecke über ihnen 
congruent und deshalb die Winkel an ihnen beziehlich gleich. 
Daraus erſieht ſich, daß die nede noch alle Winkel N ha⸗ 
ben, und dann ſind ſie congruent. 

§. 287. Lehrſatz. 

Zwei necke ſind congruent, wenn ſie alle Seiten bezieh⸗ 
lich gleich und in derſelben Folge haben, und jedes in einem 
Kreiſe liegt. 

Beweis. Man denke von den Mittelpunkten Linien nach 
den Ecken gezogen. Die Kreiſe ſind congruent, denn wären 
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ſie ungleich, jo müßte wegen §. 282 die Summe der Mittel- 
punktswinkel in dem einen größer oder kleiner ſein, als die 
Summe der Mittelpunktswinkel in dem anderen, während jede 
gleich zweien geſtreckten Winkeln iſt. Sind die Kreiſe congruent, 
ſo ſind die Bogen der beziehlich gleichen Seiten gleich. Daraus 
folgt, daß die necke noch alle Winkel gleich haben, (ſie ſtehen 
auf gleichen Bogen), und dann ſind ſie congruent. 
§. 288. 

Kreiſe, deren Mittelpunkte in einander liegen, heißen 
concentriſche Kreiſe; Kreiſe, deren Mittelpunkte nicht in 
einander liegen, excentriſche Kreiſe. 

Die gerade Linie, welche zwiſchen den Mittelpunkten zweier 
excentriſchen Kreiſe, auch die unendliche, welche durch fie ge— 
dacht werden kann, heißt deren Centrale. 


§. 289. N 

Concentriſche Kreiſe, welche ungleiche Radien haben, decken 
ſich nicht. Die Peripherie des einen iſt weiter vom Mittel⸗ 
punkt entfernt, als die des anderen und zwar überall gleich 
viel weiter. 

Der ebene Raum, welcher zwiſchen den Peripherieen zweier 
concentriſchen Kreiſe von ungleichen Radien liegt, heißt ein 
Ring. Die Differenz der Radien heißt die Breite des Ringes. 

§. 290. 

Liegt ein Punkt der Begränzung einer überall begränzten 
Ebene A innerhalb einer überall begränzten Ebene B, ein zwei⸗ 
ter Punkt der Begränzung der erſteren Ebene A aber außer⸗ 
halb der anderen Ebene B, ſo ſchneiden ſich die Begränzungen 
der beiden Ebenen wenigſtens in zwei Punkten. 


§. 291. Lehrſätze. 

1) Iſt die Centrale zweier Kreiſe kleiner als die Summe 
ihrer Halbmeſſer, und größer als die Differenz derſelben, ſo 
ſchneiden ſich die Peripherieen der beiden Kreiſe in zwei Punk⸗ 
ten; dieſe Punkte befinden ſich nicht auf einer Seite der Cen⸗ 
trale, ihre gerade Verbindungslinie ſteht normal auf der Cen⸗ 
trale, und beide ſind gleich weit von der Centrale entfernt. 

Beweis. Es mögen Fig. 108 Mund N die Mittelpunkte 
der beiden Kreiſe ſein, MN ihre Centrale. BC ſei Durchmeſſer 
des Kreiſes zum Mittelpunkt N; dann ſind NB und NC Ra⸗ 
dien. Der Radius des anderen Kreiſes ſei durch er bezeichnet. 

Nach der Vorausſetzung iſt 

, MN<r-+BN 
alſo MN BN r 
oder MB r 
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deshalb befindet ſich der Punkt B der Peripherie des rechts 
liegenden Kreiſes innerhalb des links liegenden Kreiſes. Fer⸗ 
ner iſt nach der Vorausſetzung 
MN Ser- NC 
alſo MN+NCDr 
oder MC Dr 

und daher liegt der Punkt C der Peripherie des rechts lie⸗ 
genden Kreiſes außerhalb des links liegenden. Nach dem vo⸗ 
rigen Paragraph ſchneiden ſich alſo die Peripherieen der 
beiden Kreiſe wenigſtens in zwei Punkten. Von dieſen Durch⸗ 
ſchnittspunkten (es iſt noch nicht entſchieden wie viele exiſtiren) 
kann keiner in der Centrale oder in deren Verlängerung vor⸗ 
kommen, weil im erſten Fall die Centrale gleich der Summe 
der Halbmeſſer ſein müßte, im anderen gleich der Differenz. 
Es können auch nicht zwei Durchſchnittspunkte auf einer Seite 
der Centrale liegen; denn wenn D und 6 Durchſchnittspunkte 
wären, jo müßten die Linien MD und MG als Radien eines 
Kreiſes einander gleich ſein, zugleich die Linien ND und NG; 
iſt aber MD gleich MG, fo iſt der Winkel MGD gleich dem 
Winkel MDG, alſo der Winkel NGD größer als der Winkel 
NDG, folglich ND größer als NG, welches ſich widerſpricht. 
Da nun weder in der Centrale ſelbſt noch in deren Verlän⸗ 
gerung ein Durchſchnittspunkt möglich iſt, und auf jeder Seite 
der Centrale nur einer ſich finden kann, ſo giebt es nicht 
mehr als zwei Durchſchnittspunkte, und ſie liegen nicht auf 
derſelben Seite der Centrale. — Es mögen 6 und H die 
Durchſchnittspunkte fein. Die Dreiecke MHN und MGN ſind 
congruent, weil ſie die drei Seiten gleich haben. Aus der 
Congruenz der Dreiecke folgt die Gleichheit der Winkel a 
und A. Aus der Gleichheit dieſer Winkel und der Gleichheit 
der Seiten MG und MH folgt, daß 7 gleich o iſt, und 0 
gleich 60, fo daß die Linie GH normal auf der Centrale ſteht, 
und die beiden Punkte G und H gleich weit von der Centrale 
entfernt ſind. 

2) Iſt die Centrale zweier Kreiſe größer als die Summe 
ihrer Halbmeſſer, ſo haben die Peripherieen keinen Punkt ge⸗ 
meinſchaftlich, und jeder Kreis liegt außerhalb des anderen. 

Beweis. Es ſei MN Fig. 108 die Centrale. — Wollte 
man annehmen, die Peripherieen hätten einen Punkt gemein⸗ 
ſchaftlich, ſo würde, wenn der Punkt innerhalb der Centrale 
läge, etwa in B, die Summe der Halbmeſſer MB und NB 
gleich der Centrale ſein, wenn er aber in der Verlängerung 
der Centrale, etwa in C, oder außerhalb derſelben läge, etwa 
in U, fo müßte die Centrale kleiner ſein, als die Summe der 
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Halbmeſſer; denn im erſteren Fall wäre ſchon der Radius MC, 
und im anderen wären die Radien MH und NH, als zwei Sei⸗ 
ten eines Dreiecks, größer als die Centrale. Die Peripherieen 
der Kreiſe haben daher keinen Punkt gemeinſchaftlich. 

Es ſei nun NB Radius des rechts liegenden Kreiſes, r 
Radius des links liegenden. — Aus der Vorausſetzung 


MN>1r-+BN 
folgt MN—NB>r 
oder MB Dr. 


Daher liegt der Punkt B der Peripherie des rechts liegenden 

Leite und der Kreis ſelbſt, außerhalb des links befindlichen 
reiſes. 

3) Iſt die Centrale zweier Kreiſe kleiner als die Diffe⸗ 

renz ihrer Halbmeſſer, ſo haben die Peripherieen keinen Punkt 

gemeinſchaftlich, und der eine Kreis liegt ganz innerhalb des 

anderen. 

Beweis. Wollte man annehmen, die Peripherieen hät⸗ 
ten in der Centrale einen Punkt gemeinſchaftlich, ſo müßte die 
Centrale gleich der Summe der Halbmefjer ſein; da aber die 
Centrale kleiner iſt als die Differenz der Halbmeſſer, und dieſe 
kleiner als der größere Halbmeſſer, ſo iſt die Centrale gewiß 
kleiner als deren Summe. Wollte man annehmen, die Peri⸗ 
pherieen hätten in der Verlängerung der Centrale einen Punkt 
gemeinſchaftlich, ſo müßte die Differenz der Radien gleich der 
Centrale fein. Wollte man endlich annehmen, fie hätten außer⸗ 
halb der Centrale einen Punkt gemeinſchaftlich, etwa den Punkt 


H, ſo wäre 
MN-H-NH > MH 
alſo MN > MH NI 
d. h. die Centrale größer als die Differenz der Halbmeſſer. 
Die Peripherieen haben demnach keinen Punkt gemeinſchaftlich. 
— Es ſei nun NC Radius des einen Kreiſes, r Radius des 
anderen. Aus der Vorausſetzung 
MN r- NC 
folgt MN＋ENC r 
alſo befindet ſich der Punkt C der Peripherie des erſten Krei- 
ſes innerhalb des anderen. Dann liegt aber jeder Punkt ſei⸗ 
ner Peripherie und der Kreis ſelbſt innerhalb des anderen. 
4) Iſt die Centrale zweier Kreiſe gleich der Summe ihrer 
Halbmeſſer, ſo haben die Peripherieen einen einzigen Punkt 
gemeinſchaftlich, der in der Centrale ſich befindet, und jeder 
Kreis liegt außerhalb des anderen. 
Beweis. Iſt MN die Centrale, und NB der Radius 
des einen Kreiſes, fo iſt MB der Radius des anderen. — 
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Die Peripherieen haben den Punkt B der Centrale gemeinſchaft⸗ 
lich. Sie können aber keinen zweiten Punkt in der Centrale 
oder in deren Verlängerung gemeinſchaftlich haben, weil ſonſt 
zwei Radien eines Kreiſes ungleich ſein müßten; auch keinen 
außerhalb der Centrale, weil ſonſt die Centrale kleiner wäre 
als die Summe der Radien. Iſt nun NC Radius des rechts 
liegenden Kreiſes, r Radius des anderen, fo iſt, da ſchon MN 


größer als er iſt, 

MN+NC>r. 
Deshalb liegt der Punkt C der Peripherie des rechts befind- 
lichen Kreiſes außerhalb des anderen Kreiſes, und auch der 
Kreis ſelbſt. 

5) Iſt die Centrale zweier Kreiſe gleich der Differenz 
ihrer Halbmeſſer, ſo haben die Peripherieen einen Punkt ge⸗ 
meinſchaftlich in der Verlängerung der Centrale, und der eine 
Kreis liegt ganz innerhalb des anderen. 

Beweis. Iſt MN die Centrale und MC der Radius des 
einen Kreiſes, fo iſt N der des anderen. Die Peripherieen 
haben den Punkt C gemeinſchaftlich, der in der Verlängerung 
der Centrale ſich befindet. Sie können aber keinen zweiten 
Punkt in der Verlängerung der Centrale gemeinſchaftlich ha⸗ 
ben, weil ſonſt zwei Radien eines jeden der Kreiſe ungleich 
ſein müßten; auch keinen in der Centrale, weil ſonſt die Cen⸗ 
trale gleich der Summe der Halbmeſſer wäre, welches nicht 
möglich iſt, weil ſie als deren Differenz kleiner iſt als der 
größere; endlich auch keinen außerhalb der Centrale, etwa in H, 
denn alsdann wäre a 

MN-+-NH = MH 
alſo MN > MH—NH 
d. h. die Centrale größer als die Differenz der Radien. Iſt 
nun NB Radius des einen Kreiſes, r Radius des anderen, 
ſo folgt aus 


MN=r-—NB 
MN <r-+NB 
MN—NB<otr 


d. h. MB r. 
Daher befindet ſich der Punkt B der Peripherie des erſteren 
Kreiſes innerhalb des anderen, alſo auch der Kreis ſelbſt inner⸗ 
halb des anderen. 

6) Schneiden ſich die Peripherieen zweier Kreiſe, ſo iſt 
ihre Centrale kleiner als die Summe ihrer Halbmeſſer, und 
zugleich größer als deren Differenz. 

Beweis. Denn wäre die Centrale größer als die Summe 
der Halbmeſſer, oder kleiner als die Differenz derſelben, oder 
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wäre ſie gleich der Summe oder der Differenz der Halb- 
meſſer, ſo hätten die Peripherieen der Kreiſe gar keinen oder 
nur einen Punkt gemeinſchaftlich. 

7) Haben die Peripherieen zweier Kreiſe keinen Punkt 
gemeinſchaftlich, und liegt jeder Kreis außerhalb des anderen, 
jo iſt die Centrale größer als die Summe der Halbmeſſer. 

Folgt indirect. 

8) Haben die Peripherieen zweier Kreiſe keinen Punkt 
gemeinſchaftlich, und liegt der eine Kreis innerhalb des anderen, 
ſo iſt die Centrale kleiner als die Differenz der Halbmeſſer. 

Folgt indirect. 

9) Haben die Peripherieen zweier Kreiſe nur einen Punkt 
gemeinſchaftlich, und liegt jeder Kreis außerhalb des anderen, 
jo iſt die Centrale gleich der Summe der Halbmeſſer. 

Indirect. 

10) Haben die Peripherieen zweier Kreiſe nur einen 
Punkt gemeinſchaftlich, und befindet ſich der eine Kreis in⸗ 
nerhalb des anderen, ſo iſt die Centrale gleich der Differenz 
der Halbmeſſer. 

Indirect. 

11) Haben die Peripherieen zweier Kreiſe einen Punkt ge⸗ 
meinſchaftlich, der nicht in der Centrale liegt, ſo ſchneiden 
ſich die Peripherieen. 

Beweis. Denn die Centrale iſt kleiner als die Summe 
der Radien, und zugleich größer als deren Differenz. 


§. 292. 

Haben die Peripherieen zweier Kreiſe nur einen Punkt ge⸗ 
meinſchaftlich, ſo ſagt man, die Kreiſe berühren ſich, und 
nennt dieſen Punkt den Berührungspunkt der Kreiſe. 

Man ſagt zwei Kreiſe berühren ſich von außen, wenn 
jeder außerhalb des andern liegt, und zwei Kreiſe berühren 
ſich von innen, wenn der eine ſich innerhalb des anderen 
befindet. 

§. 293. Lehrſatz. 

Berühren ſich zwei Kreiſe, und errichtet man auf der 
Centrale oder deren Verlängerung in dem Berührungspunkt 
eine Normale, ſo iſt dieſe Tangente für einen jeden der bei⸗ 
den Kreiſe. 

Beweis. Denn ſie ſteht normal auf einem Radius 
eines jeden der Kreiſe. 

§. 294. Lehrſatz. 

Haben zwei Kreiſe in demſelben Punkt eine gemein⸗ 

ſchaftliche Tangente, ſo berühren ſich die Kreiſe in dieſem 
Wolffs Geometrie. 1. Th. 7te Aufl. 8 
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Punkt, liegen ſie aber auf einer Seite der Tangente und 
haben ſie gleiche Radien, ſo fallen ſie in einander. 

Beweis. Denn die Centrale iſt dann gleich der Summe 
oder gleich der Differenz der Halbmeſſer; und befinden ſich 
die Kreiſe auf einer Seite der Tangente, und haben ſie gleiche 
Halbmeſſer, ſo liegen die Mittelpunkte in einander und die 
Kreiſe decken ſich. 

8 §. 295. Lehrſatz. ‘ 
Haben die Peripherieen zweier Kreiſe drei Punkte ge- 
meinſchaftlich, ſo fallen ſie in einander. 

Beweis. Sind A, B, C dieſe drei Punkte, fo liegt 
der Mittelpunkt eines jeden der Kreiſe in der Normale, welche. 
in der Mitte von der Sehne AB ſich denken läßt, zugleich 
in der Normale auf der Mitte der Sehne BC. Der Mit⸗ 
telpunkt eines jeden der Kreiſe iſt daher der Durchſchnitts⸗ 
punkt M diefer Normalen, und weil MA Radius eines jeden 
iſt, ſo decken ſich die Kreiſe. 


§. 296. Lehrſatz. 5 

Haben zwei Kreiſe in demſelben Punkt A eine gemein⸗ 
ſchaftliche Tangente, und haben ihre Peripherieen außerdem 
einen Punkt B gemeinſchaftlich, ſo decken ſich die Kreiſe. 

Beweis. Der Mittelpunkt eines jeden der Kreiſe liegt 
in der Linie, welche in dem Punkt A auf der Tangente nor- 
mal ſteht, zugleich in der Linie, welche auf der Sehne AB 
in deren Mitte normal ſteht. Der Mittelpunkt eines jeden 
Kreiſes iſt alſo der Durchſchnittspunkt M dieſer Normalen, und 
da MA Halbmeſſer eines jeden iſt, ſo decken ſich die Kreiſe. 


§. 297. 

Ein Kreis iſt durch drei Punkte ſeiner Peripherie be⸗ 
ſtimmt; auch durch eine Linie, welche in einem gegebenen Punkte 
Tangente für ihn iſt, und noch einen Punkt ſeiner Peripherie. 
f §. 298. 

Iſt ein Winkel e das nfache eines Winkels A, jo wird 
6 die Einheit und n das Maaß des Winkels & für dieſe 
Einheit genannt. N f 

Und iſt ein Bogen B eines Kreiſes das 10 irgend 
einer Linie C, fo heißt C die Einheit, und n das Maaß des 
Bogens B für dieſe Einheit. 8 

Es verſteht ſich nun von ſelbſt, was es heißt, zwei Winkel 
oder zwei Bogen verhalten ſich wie zwei gegebene Zahlen ꝛc. 

Winkel ſowohl als Bogen können commenſurabel oder 


incommenſurabel ſein. 
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§. 299. Lehrſatz. 
Zwei Bogen eines Kreiſes verhalten ſich wie ihre Mit⸗ 
telpunktswinkel. | 
Beweis. 1) Sind die Winkel commenſurabel, fo fällt 
der Satz leicht in die Augen. 
2) Sind die Winkel incommenſurabel, ſo läßt ſich zeigen, 
daß Fig. 109 nicht 
AB — 
83 
CD 5 
ſein kann, und dann hat man auch in dieſem Fall 
AB: CD — NDR 
Wollte man nämlich annehmen, es wäre 
& 
65 7 
fo könnte 


1 
fein. Man denke nun 1 kleiner als FB, und von A 


aus nach B aufgetragen, bis ein Theilpunkt zwiſchen F und 
B in O fällt, dann iſt * 55 


3 
ET 
Die vorige Gleichung N man durch dieſe, das liefert 
AB 97 
0 . 0 


welches nicht möglich iſt. Eben fo kann erwieſen werden, 
daß auch nicht 
AB @ 
8 
ſein kann. 
§. 300. Zuſatz. 
Jeder Bogen verhält ſich zur Peripherie des Kreiſes, 
dem er angehört, wie fein Mittelpunktswinkel zu 2-2R. 
8 §. 301. Lehrſatz. 
Zwei Kreisausſchnitte eines Kreiſes verhalten ſich wie 
ihre Mittelpunktswinkel. 
Beweis wird geführt wie der in §. 299. 
§. 302. 
Daher verhält ſich ein Kreisausſchnitt zu dem Kreiſe, 
welchem er angehört, wie fein Mittelpunktswinkel zu 2. 2. 
8 * 
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§. 303. Lehrſatz. 
Die Peripherieen zweier Kreiſe verhalten ſich wie ihre 
Radien. 
Beweis. Es ſei Fig. 110 die Peripherie des Kreiſes, 
deſſen Halbmeſſer a iſt, gleich P, die des anderen gleich O. 
Wollte man annehmen, es wäre 
a 
Ob 
ſo müßte es eine Zahl O“ größer als O geben, jo daß 
P a 
. 
Um den Kreis, deſſen Peripherie O iſt, läßt ſich ein neck 
denken von dem Umfang O'; um den andern Kreis denke 
man ein neck, das jenem ähnlich iſt, und ſetze ſeinen Umfang 
gleich PD. Die Umfänge dieſer ähnlichen necke verhalten ſich 
wie gleichliegende Seiten, und, wenn DE und HL als ſolche 
angenommen werden, wie DE zu HL. Die Dreiecke DME 
und HNL ſind ähnlich; die Winkel der necke bei D und U, 
und bei E und L find nämlich gleich, und die Linien MD, 
ME, NH, NL halbiren dieſe Winkel, woraus erhellet, daß 
die Dreiecke zwei * ge haben. Daher verhält ſich 
a b 


= : 
alſo iſt auch 


P- a 

7 7 
und da 

P a 

7 


b 
iſt, jo müßte P gleich P’ fein, während doch P' größer iſt als P. 
Eben ſo kann gezeigt werden, daß 05 nicht kleiner ſein 


kann als 1 und dann muß ſich verhalten 


PO =i35$; 

Die Umfänge zweier regulären nede verhalten ſich wie die Sei- 
ten, und dieſe wie die Radien der Kreiſe in welchen die necke liegen. 
Man denke die necke von mehr und mehr Seiten; ſie gehen zuletzt in 
die Kreiſe über, alſo verhalten ſich auch die Umfänge der Kreiſe wie 
ihre Radien. Aehnlich wird man auf die Sätze in F. 306 und 309 


geführt. 
§. 304. Lehrſatz. 
Zwei Bogen ungleicher Kreiſe, welche gleiche Mittel— 
punktswinkel haben, verhalten ſich wie ihre Peripherieen, oder 
wie ihre Radien. 5 
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Beweis. Jeder Bogen verhält ſich zu ſeiner Kreis⸗ 
linie, wie fein Mittelpunktswinkel zu 2. 2R; daher verhalten 
ſich die Bogen wie ihre Peripherieen, und dieſe verhalten ſich 


wie die Radien. 
§. 305. Lehrſatz. 

Zwei Bogen ungleicher Kreiſe, welche ungleiche Mittel- 
punktswinkel haben, verhalten ſich wie die Producte aus den 
Radien in die Mittelpunktswinkel. 

Beweis. Der eine Bogen ſei b, fein Radius r, fein 
Mittelpunktswinkel a, der andere Bogen ſei b', fein Radius r’, 
fein Mittelpunktswinkel al. Man denke einen Bogen x, deſ⸗ 
ſen Radius r und deſſen Mittelpunktswinkel a“ iſt; dann ver⸗ 


hält ſich b: x M: 

x rer 
und wenn man die Gleichungen mit einander multiplicirt, ent⸗ 
ſteht bi fare 


§. 306. Lehrſatz. 

Die Inhalte zweier Kreiſe verhalten ſich wie die Qua⸗ 
drate ihrer Radien. 

Beweis. Es ſei Fig. 110 P der Inhalt des Kreiſes, 
deſſen Halbmeſſer a iſt, und Q der Inhalt des anderen, deſ— 
ſen Halbmeſſer b iſt. 

Man nehme vorläufig an, es wäre 

P a? 


— > — * 
b? 
Dann ift eine Zahl Q’ größer als O denkbar, fo daß 
P a 
N 
Man denke um den Kreis, deſſen Inhalt O ift, ein neck von 
dem Inhalte O', ferner um den anderen Kreis ein neck, 


welches jenem ähnlich iſt und deſſen Inhalt P’ fein mag. Die 
50 verhalten ſich wie die Quadrate gleichliegender Seiten; 
a a 


2 De 
0 D HIL 
Es verhält ſich DE: HL = a: b 
daher 1 u a" 
7 b? 
P a 
und da auch 7 = ß⸗ 


ſo 1 15 P gleich P' fein, welches nicht möglich ift. Deshalb 


2 


kann 0 nicht größer ſein als 1 


www.rcin.org.pl 


u 


118 Achtes Kapitel. 8, 307-309. 


Eben fo läßt ſich ren daß nicht 
a 
2 
ſein kann. Und dann verhält ſich 
P: O = a*:b*. 


§. 307. Lehrſatz. 

Zwei Kreisausſchnitte, deren Mittelpunktswinkel gleich 
ſind, die aber ungleichen Kreiſen angehören, verhalten ſich wie 
die Quadrate der Radien. 

Beweis. Jeder Kreisausſchnitt verhält ſich zu ſeinem 
Kreiſe wie fein Mittelpunktswinkel zu 2.2 R; daher verhalten 
ſich die Kreisausſchnitte wie die Kreiſe, und dieſe verhalten 
ſich wie die Quadrate der Radien. 

§. 308. Lehrſatz. 

Zwei Kreisausſchnitte, welche ungleichen Kreiſen ange⸗ 
hören und deren Mittelpunktswinkel ungleich ſind, verhalten 
ſich wie die Producte aus den Mittelpunktswinkeln in die 
Quadrate der Radien. 

Beweis iſt dem in §. 305 ähnlich. 

J. 309. Lehrſatz. 

Der Inhalt eines Kreiſes iſt gleich dem halben Product 
aus ſeiner Peripherie in den Radius. 

Beweis. Es ſei Fig. 111 F der Inhalt des Kreiſes, 
deſſen Radius r und deſſen Peripherie p iſt. 

Man nehme vorläufig an, es wäre 

pr 
; F. GR 
Dann iſt eine Zahl p', größer als p, denkbar, fo daß 
p'r 
F == 
Man denke um den Kreis ein neck von dem Umfang p'; der 
Inhalt deſſelben iſt gleich . daher kann der Inhalt des 
Kreiſes, der kleiner iſt als der des necks, nicht 5 „überhaupt 


nicht größer als = fein. 
Wollte man annehmen, es wäre 
Pr 


ee 


r 
fo könnte > der Inhalt F. eines größeren Kreiſes fein. Die- 
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fer werde mit dem erſten concentriſch, und um den erſten 
irgend ein neck gedacht, deſſen Seiten aber nicht die Peri- 
pherie des zweiten Kreiſes ſchneiden. Mau ſetze den Umfang 
des necks gleich v, den Inhalt deſſelben gleich O; dann iſt 


. 
2 

dies durch F. 5 
DE 0 V 
dividirt liefert Pr 


welches nicht möglich iſt, weil der erſte Bruch echt, der andere 
unecht iſt. 
Daher kann nur 


ſein. 
$. 310. Lehrſatz. 
Der Inhalt eines Kreisausſchnitts iſt das halbe Product 
aus ſeinem Bogen in ſeinen Radius. 
Beweis. Bezeichnet x ſeinen Inhalt, r feinen Radius, 
b feinen Bogen, p ſeine Kreislinie, fo iſt der Inhalt feines 


Kreiſes gleich 25 und es verhält ſich 


Err 

2 2K 

5 br 
woraus folgt r 


§. 311. Lehrſatz. 

Wird in einem Kreiſe ein reguläres neck und ein regu⸗ 
läres 2neck gedacht, auch um dieſen Kreis ein reguläres neck 
und ein reguläres 2neck, ſetzt man den Inhalt des regulären 
necks im Kreiſe gleich y, den des 2neds im Kreiſe gleich q, 
den des necks um den Kreis gleich V, und den des 2neds um 
den Kreis gleich O, ſo finden folgende Proportionen Statt: 

V: q = q: v 
V: 0 . v+q:2v. 

Beweis. Es ſei Fig. 112 AB die Seite des regulä⸗ 
ren necks im Kreiſe. Die Linie ME halbire den Winkel AuB; 
dann iſt AE die Seite des regulären 2necks im Kreiſe. CD 
ſei Tangente in E, und iſt dann Seite des regulären necks 
um den Kreis. Die Linien MF und MG endlich mögen die 
Winkel AME und BME halbiren, dann iſt FG die Seite des 
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regulären 2necks um den Kreis, weil nämlich der Winkel FMG 
die Hälfte des er AMB geworden. 
Nun iſt = n:-ACDM 
= 2n:-ACEM 
und 4 = 2n-AAEM 


alſo verhält ſich 
V: q = ACEM:AAEM 
oder V: q = CM: AM 


Ferner iſt v=n-AABM 
’ = 2n-AAHM 
daher verhält fich 
Q0:v= AAEM:AAHM 
= EM:HM 
= CM: AM 
ſo daß V:g= 4:7 
Es iſt ferner Q = 2n- AFGM 
folglich verhält fich 
V:Q= ACEM:AFGM 
oder V: O = CE: FG 
Nun verhält ſich 
v:q= AM: CM 


= EM: CM (da EM = AM) 
= EF:FC (weil ZCME halbirt ift) 


alfo  v+q:2v = EF-+FC:2EF 
= CE:FG 
Und 93 verhält ſich 
V:q=v-+q:2v. 
812. 
Aus den Proportionen des vorigen Paragraphen folgt 
I. q= YVv 
2Vv 
II. = 
v+q 
2Vv 


v+yYVv 
Nach dieſen Formeln können die Inhalte g und O des re⸗ 
gulären 2neds in einem Kreiſe und des regulären 2neds um 
denſelben Kreis beſtimmt werden, ſobald die Inhalte » und 84 
des regulären necks in dieſem Kreiſe und des regulären necks 
um ihn bekannt ſind. 

Wir wollen beiſpielsweiſe einen Kreis denken, deſſen 
Halbmeſſer r iſt, den Inhalt des regulären Vierecks berech⸗ 
nen, welches in dieſem Kreiſe liegt, und den Inhalt des re— 
gulären Vierecks um dieſen Kreis, dann durch die vorſtehen⸗ 
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den Formeln den Inhalt des Achtecks finden, das in die— 
ſem Kreiſe liegt, und den des Achtecks, das um ihn liegt, 
u 


EIER 

Der Inhalt des regulären Vierecks im Kreiſe iſt 2r?, 
Denn bezeichnen wir die Seite mit x, jo iſt der Inhalt xe, 
und denken wir vom Mittelpunkt Linien nach den Endpunkten 
einer Seite gezogen, ſo erhalten wir ein rechtwinkliges Dreieck, 
welches x zur Hypotenuſe hat, während jede Kathete gleich r 
iſt. Folglich iſt x’ = 2“. 

Der Inhalt des regulären Vierecks um den Kreis iſt, 
wie ſich gleich überſieht, Ar“. 

Wir ſetzen dieſe Werthe in der erſten Formel ſtatt v 
und V; dadurch erhalten wir den Inhalt des regulären Acht⸗ 
ecks, welches in dem Kreiſe liegt, gleich YEr! = 2,82843....1?; 
und ſetzen wir ſie in die zweite Formel, ſo ergiebt ſich der 
Inhalt des regulären Achtecks um den Kreis gleich 

r i 
Zr 2, 82843. r 8 
Subſtituiren wir die eben gefundenen Inhalte der Achtecke in 
jenen Formeln, ſo liefern ſie die der Sechzehnecke u. ſ. f. 
8. 313. 

Vermittelſt der Inhalte der regulären necke, welche in 
einem Kreiſe liegen, und derer, die um den Kreis liegen, kann 
der Inhalt des Kreiſes ſelbſt beſtimmt werden. Wenn man 


nämlich die Subſtitution des vorigen Paragraphen fortſetzt, 


fo findet ſich, daß der Inhalt des regulären 1024ecks, wel⸗ 
ches in dem Kreiſe liegt, deſſen Halbmeſſer er iſt, gleich 
3,14157.. “ iſt, und der des regulären 1024 ecks, das um 
ihn liegt, gleich 3,14160. . r“. Der Inhalt des Kreiſes iſt 
größer als der des regulären 1024ecks in ihm, zugleich klei⸗ 
ner als der des regulären 1024ecks, welches um ihn liegt; 
daher iſt mit einer Genauigkeit von drei Decimalſtellen der 
Inhalt des Kreiſes ſelbſt gleich 3,141. r“. 


§. 314. 

Durch analytiſche Unterſuchungen läßt ſich auf leichterem 
Wege finden, daß der Inhalt eines Kreiſes, welcher r zum 
Radius hat, gleich iſt 

3,141592653589 79323846. 7“. 


| 8. 315. 
Die Zahl, mit der r? multiplicirt werden muß, um den 
Inhalt des Kreiſes zu erhalten, deſſen Halbmeſſer er iſt, ber 
zeichnet man durch nn 
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Statt der Zahl u kann man ſich näherungsweiſe eines 
der Brüche bedienen: 
22 
7 35142 
333 


1060 3,14150 
358 3,141692 
113 , 928 


Sie werden durch Kettenbrüche gefunden. 
. 316 


Die Peripherie eines Kreiſes, deſſen Halbmeſſer r iſt, 
iſt gleich 2rer. 
Denn bezeichnen wir die Peripherie durch p, ſo iſt 
ur“ 
und hieraus folgt p 2nr. 
§. 317. 


IJIſt alſo der Radius eines Kreiſes r, fein Durchmeſſer d, 
ſein Inhalt k, ſeine ge p., ſo iſt 
1 


fur 
2) p A2 ar 
3) f= And! 
5 p= nd. 


§. 318. 
Bezeichnet a den Inhalt eines Kreisausſchnitts, b das 
Maaß des Bogens zum Mittelpunktswinkel a, und iſt er der 
Radius des Kreiſes, ſo iſt 


* 2 
1) a= IR ar 
& 
2) b= R 


Denn es verhält ſich 
a: rr? = Q: AR 


und b: ur = G: AR 
und daraus ergeben ſich die obigen Formeln. 
8. 319. 


Es werde Fig. 89 oder Fig. 90 ein Kreis gedacht und 
ein Punkt X. Durch den Punkt und den Mittelpunkt M des 
Kreiſes lege man eine gerade Linie. Ihre Durchſchnittspunkte 
mit der Peripherie des Kreiſes ſeien A und B. Zu den 
drei Punkten A, B und X denke man den vierten harmoni⸗ 
ſchen Punkt J. Die beiden zugeordneten Punkte X und 1 
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heißen dann Pole des Kreiſes, auch wird jeder von dieſen 
Punkten der Pol des anderen genannt. 

Wenn man durch den einen Pol X oder Y eine gerade 
Linie denkt, normal auf AB, ſo heißt ſolche Linie die Polare 
des anderen Punktes Y oder X, und dieſer andere Punkt der 
Pol jener Polare. 

Sind daher ein Punkt 1 und eine Linie CD Fig. 89 
oder Fig. 90 als Pol und Polare vorausgeſetzt, ſo befindet 
ſich der Pol X von Y in CD, uud die Punkte X, 1 und der 
Mittelpunkt M des Kreiſes befinden ſich in einer geraden Linie, 
und dieſe ſteht normal auf CD. 

Befindet ſich der eine Pol im Mittelpunkt des Kreiſes, 
ſo liegt der andere in der Unendlichkeit; befindet ſich der eine 
in der Peripherie, ſo fällt der andere mit ihm zuſammen 
(§. 196), und feine Polare iſt Tangente des Kreiſes für den 
Pol als Berührungspunkt. Und umgekehrt, jede Tangente iſt 
Polare ihres Berührungspunktes. a f 

§. 320. Lehrſätze. 

1) Schneiden ſich Fig. 89 zwei Tangenten CY und DY, 
denkt man die gerade Linie, welche durch ihren Durchſchnitts⸗ 
punkt J und den Mittelpunkt M des Kreiſes geht, ferner die 
gerade Linie durch die Berührungspunkte C und D der Tan⸗ 
genten, jo find der Durchſchnittspunkt X dieſer Linien und 
der Durchſchnittspunkt 1 der Tangenten Pole des Kreiſes, 
und die durch die Berührungspunkte gehende Linie CD iſt die 
Polare des Punktes 1, in welchem die Tangenten ſich ſchneiden. 

Beweis. Nach S. 249 iſt C gleich DY, und der Win⸗ 
kel CYD durch die Linie IM halbirt; daher ſteht nach §. 74 
CD normal auf IM. Man denke die Linien CA und CB. 
Der Winkel ACB ift ein rechter als Peripheriewinkel auf dem 
Halbkreiſe. Es iſt ZBCX gleich ZCAX, weil jeder dieſer 
Winkel den Winkel ACX zu einem rechten ergänzt, und ZBCY 
gleich ZCAX nach §. 246. Es iſt demnach ZBCX gleich 
Z.BCY, und da zugleich CB normal ſteht auf CA, fo find 
CA, CB, Cx, CX harmoniſche Strahlen [§. 199 8) ], alſo 
A, B, X, Y harmoniſche Punkte, und X und Pole des 
Kreiſes; und endlich iſt CD, als normal ſtehend auf MY, die 
Polare des Punktes Y. 

2) Schneiden ſich Fig. 89 eine Tangente OY und eine 
durch den Mittelpunkt gehende Secante MY, und wird durch 
den Berührungspunkt C eine Linie CD gedacht, normal auf 
der Secante MY, fo find der Durchſchnittspunkt X zwiſchen 
der Linie CD und der Secante MY, und der Durchſchnitts⸗ 
punkt 1 zwiſchen der Tangente CY und der Secante MY 
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Pole des Kreiſes, und die Linie CD iſt die Polare des Punk⸗ 
tes Y, in welchem die Tangente die Secante trifft. 

Beweis. Nach 1) geht die Polare des Punktes Y durch 
C und ſteht normal auf MY, daher fällt fie mit der Linie CD 
des gegenwärtigen Satzes zuſammen, und daraus erhellet er 


ſelbſt. 
§. 321. 
1) Sind Fig. 89 X und Y Pole des Kreiſes zum Mit⸗ 
telpunkt M und Radius r, fo iſt 
MX. MW r'. 
Man denke den Radius MC, und es verhält ſich 
i MX: MC = MC: Mx 
und daraus folgt der Satz. 

2) Umgekehrt, befinden ſich auf einer geraden Linie MY, 
welche durch den Mittelpunkt des Kreiſes geht, zwei Punkte 
X und Y, und iſt MX. MV r', fo find die Punkte X und 
Y Pole des Kreiſes. 

Man denke XC normal auf MY, und den Radius MC, 
gleich r. Die Dreiecke XMC und MC find ähnlich, denn fie 
haben den Winkel XMC gemeinſchaftlich, und nach der Vor⸗ 


ausſetzung iſt 
MX: MC = MC: Mx. 
Der Winkel MXC ift ein rechter, alfo auch MC. Dann iſt 
C Tangente, und die Punkte X und Y find Pole. 
3) Sind X und Y Pole eines Kreiſes, X' und 1 Pole 
deſſelben Kreiſes, fo liegen die vier Punkte X, I, X, V, in 
der Peripherie eines Kreiſes. 


Es iſt 
MX-MY = MN. MI“, 
denn jedes iſt r' nach 1) und es folgt der Satz aus §. 277. 
§. 322. Lehrſatz. 

Wird Fig. 89 oder Fig. 90 ein Punkt Y und deſſen 
Polare CD gedacht, und durch den Punkt 1 eine Secante EF 
gelegt, ſo wird die Secante durch den Kreis, die Polare und 
den Punkt 1 harmoniſch getheilt, und zwar find die Durch⸗ 
ſchnittspunkte mit dem Kreiſe zwei zugeordnete Punkte, der 
Durchſchnittspunkt mit der Polare und jener Punkt Y die 
beiden anderen. 

Beweis. Durch Y und den Mittelpunkt M des Krei⸗ 
ſes lege man eine gerade Linie; dann find A, B, X, Y har⸗ 
moniſche Punkte, FA, FB, FX, F harmoniſche Strahlen. 
Die Strahlen FA und FB ſtehen auf einander normal, und 
deshalb iſt der Winkel EFB gleich dem Winkel GFB, folg- 
lich der Bogen EB gleich dem Bogen GB, und weiter (wie 
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leicht erhellet, wenn man die Sehne EG denkt) der Winkel 
EXB gleich dem Winkel GXB. Da nun zugleich XI und XD 
auf einander normal ſtehen, fo find XE, XF, XI, XH har⸗ 
moniſche Strahlen, alſo E, F, I, H harmoniſche Punkte, und 
das iſt der Satz. 


§. 323. Lehrſätze. 

1) Legt man durch einen beliebigen Punkt 1 Fig. 91 
oder Fig. 92 zwei Secanten für einen Kreis, betrachtet deren 
Durchſchnittspunkte A, B, C, D mit dem Kreiſe als vier Eck⸗ 
punkte eines vollſtändigen Vierecks ABCDEF, und jene Se⸗ 
canten als zwei Diagonalen deſſelben, ſo iſt die dritte Dia⸗ 
gonale EF die Polare jenes Punktes J. 

Beweis. Nach F. 203 find die Diagonalen 10 und 
YA harmoniſch getheilt, dergeſtalt, daß N der vierte harmo⸗ 
niſche Punkt iſt zu A, B und J, und Q der. vierte zu C, D 
und 1. Die Polare des Punktes Y liefert nach §. 322 die⸗ 
ſelben vierten harmoniſchen Punkte N und O; fie hat alſo 
mit der Diagonale EF die beiden Punkte N und O gemein, 
und fällt mit ihr zuſammen. 

2) Legt man Fig. 91 oder Fig. 92 durch einen Punkt 
J beliebig viele Secanten, ſo befinden ſich die Durchſchnitts⸗ 
punkte der Transverſalen AD und BC, AH und BG, CH und 
DG u. ſ. w., AC und BD, CG und DH, AG und BH ö u. ſ. f. 
in gerader Linie, nämlich auf der Polare zu dem Punkt . 

Unmittelbar nach 1). 


§. 324. Lehrſätze. 

1) Werden Fig. 89 oder Fig. 90 zu den ſämmtlichen 
Punkten einer beliebigen geraden Linie XX die Polaren ge⸗ 
dacht, ſo ſchneiden ſich dieſe in einem Punkt, und zwar in 
dem Pol ! jener Linie XX“. 

Beweis. Es iſt nur nöthig, zu zeigen, daß die Polare 
irgend eines Punktes X’ der Linie XX durch den Pol 1 
derſelben geht. — Der Pol zu X ſei . Die Punkte X, I, 
X, I., liegen nach §. 321 3) in der Peripherie eines Kreiſes. 
XX iſt ein rechter Winkel, deshalb X Durchmeſſer dieſes 
Kreiſes; und da die Polare zu X in 1 normal ſteht auf 
XI“, fo geht fie nach §. 244 durch V. 

2) Umgekehrt, die Pole von Linien, welche ſich in einem 
Punkt ſchneiden, befinden ſich in deſſen Polare. 

Beweis. Der Punkt ſei Y. Man denke durch ihn 
irgend eine gerade Linie OI, ihr Pol ſei Z. Der Punkt 1 
befindet ſich in der Linie OJ, deshalb geht nach 1) feine 
Polare durch 2, d. h. der Pol 2 der Linie OM befindet ſich 
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auf der Polare des Punktes J. Eben fo liegen die Pole 
aller durch den Punkt Y 950 Linien auf deſſen Polare. 
§. 325. Lehrſätze. 

1) Bei jedem Sechseck, welches um einen Kreis liegt, 
ſchneiden ſich die drei Diagonalen, welche gegenüberſtehende 
Eckpunkte verbinden, in einem Punkt. 

Beweis Man denke Fig. 101 das Sechseck im Kreiſe, 
deſſen Ecken die Berührungspunkte von den Seiten des um 
den Kreis liegenden Sechsecks find. Es iſt A’B’ Polare des 
Punktes B, E’D’ Polare zu E. Daher ift der Durchſchnitts⸗ 
punkt X der Linien A’B’ und E D' nach §. 324 Pol zu BE. 
Eben fo iſt der Durchſchnittspunkt 1 zwiſchen B’C’ und FE! 
Pol zu CF, und der Durchſchnittspunkt 2 zwiſchen CD“ und 
AF“ Pol zu AD. Nach S. 270 liegen die Punkte X, I, 2 
in gerader Linie, folglich ſchneiden ſich nach §. 324 ihre Polaren 
BE, CF, AD in einem Punkt. 

2) Man denke ein Dreieck und einen der Kreiſe, welche 
die drei Seiten berühren; die drei geraden Linien, welche durch 
die Ecken und die gegenüberſtehenden Berührungspunkte gehen, 
ſchneiden ſich in einem Punkt. 

Beweis. Das Dreieck ſei ABC, die Berührungspunkte 
auf den Seiten AB, BC, AC ſeien beziehlich X, I, Z. Man 
betrachte AXBYCZ als ein Sechseck, bei welchem die Winkel 
X, I, Z einzeln gleich einem geſtreckten Winkel ſind oder 
gleich Null, und das Geſetz erhellet aus 1). Auch ergiebt ſich 
das Geſetz leicht aus §. 208, indem man F. 249 beachtet. 

In ähnlicher Weiſe laſſen ſich mehr Geſetze aus 1) ent⸗ 
nehmen. 

§. 326. 


1) Auf einer geraden Linie Fig. 113 ſeien zwei Punkte 
A und B beliebig gewählt, M ſei die Mitte zwiſchen ihnen, 
ferner ſei ein Punkt X willkührlich auf der Linie angenom⸗ 
men. Es iſt alsdann 

AX - BX = A2AB· MX 

je nachdem AX größer oder kleiner iſt als BX, oder in der 
untergelegten Figur X rechts oder links von M ſich befindet. 

Es liege X zwiſchen M und B. 3 iſt 


AX = AM-+M 
BX = BM 1 
alſo AX CBX = AB 
AX BX = 2MX 


und AX! — BX. = 2AB-MX. 
In 7 Weiſe ergiebt ſich das Geſetz, wenn X rechts 
über B hinaus ſich befindet, oder zwiſchen A und M, oder 
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links über A hinaus, indem man jedesmal AX durch AM 
und MX, und BX durch BM und MX ausdrückt. 

2) Das Product =2AB-MX, alſo auch die Differenz 
AX?’—BX* nimmt alle Werthe zwiſchen 0 und Too, und 
zwiſchen O0 und — 00 an, während der Punkt X von M aus 
die unendliche Linie nach der einen, und nach der anderen 
Richtung durchläuft. 

Die Differenz AX: — BX! darf man daher jedem poſi⸗ 
tiven oder negativen reellen Werth gleich ſetzen. 

3) Befindet ſich auf unſerer Linie AB noch ein Punkt 
Y, und iſt AX - BX = AY’—BY’, fo liegen die Punkte X 
und Y in einander. 

Sind die Differenzen gleich, ſo ſind beide poſitiv, oder 


beide negativ; zunächſt alſo liegen beide Punkte X und Y auf 


einerlei Seite von M. Aus der Gleichheit der Producte 
2AB-MX und 2AB-MY folgt. MX = M, alſo fallen die 
Punkte zuſammen. 

Wird demnach AX?— BX“ einem beliebigen poſitiven oder 
negativen reellen Werth e gleichgeſetzt, fo iſt dadurch die 
Lage des Punktes X vollkommen beſtimmt. Derſelbe befindet 
ſich mit B oder mit A auf einerlei Seite von M je nachdem 
e poſitiv iſt oder negativ. Und ſetzen wir 

— 2 
2AB-MX ae 
jo folgt M=>7' 
Es liegt alfo X in A oder B, oder außerhalb dieſer Punkte, 
oder zwiſchen denſelben, je nachdem c in abſoluter Hinſicht 
gleich AB? iſt, oder größer oder kleiner als AB. 

4) Auf der Linie AB ſtehe VX normal, und es ſei V 

ein beliebiger Punkt der Linie VX. Dann iſt immer 
AV - BV. AX! —- BX 


Denn es iſtt AV. = ANL VX! 
BV? = BX! + VX 
folglich AV- BV = AX BX. 


5) Hat man auf einer geraden Linie drei Punkte A, B 
und X, befindet ſich außerhalb dieſer geraden Linie ein Punkt 


8, und iſt 
AS? BS. = AX - BX 
fo liegt der Punkt S in der Linie XV, welche auf AB in X 
normal ſteht. 
Man denke durch S eine Normale SY auf AB, und es 
iſt nach 4) 
AS’—BS’ = AY’—BY’ 
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alſo wegen der Vorausſetzung 
AX — BX = AY’—BY° 

Nach 3) befindet ſich 1 in X, die Normalen XV und 18 

fallen alſo zuſammen, und daraus erhellet der Satz. 

6) Alle Punkte S alſo, für welche AS’—BS? gleich 
einem gegebenen Werthe PO! ift, befinden ſich auf einer ge⸗ 
raden Linie, und dieſe ſteht normal auf AB in dem Punkt 
X, für welchen 1 iſt PO“. 


Man denke zwei Kreiſe, ihre Radien ſeien r und r,, 
ihre Mittelpunkte M und M.. Ihre Centrale iſt dann alfo 
MM,. Man denke die gerade Linie, deren Punkte S die Ei⸗ 


genſchaft haben, daß 
MS’— MS’ r' x,. 


Dieſe gerade Linie heißt die Chordale der beiden Kreiſe, 
auch die Linie der gleichen Potenzen. 
§. 328 


1) Hat die Chordale zweier Kreiſe M und M., deren 
Radien r und r, find, mit der Peripherie des einen Kreiſes, 
etwa M*), einen Punkt Q gemein, fo geht die Peripherie des 
anderen Kreiſes durch denſelben Punkt O. 

Denn dann iſt MO -M, O: r' r., und da MO =r 
iſt, ſo muß M. Sr, fein, und dann iſt O ein Punkt der 
Kreislinie M,. 

2) Haben die Peripherieen zweier Kreiſe M und M, 
deren Radien r und er, find, einen Punkt O gemein, fo geht 
ihre Chordale durch denſelben Punkt O. 

Denn alsdann iſt MO: — M, O! einerlei mit r — x,, folg⸗ 
lich O ein Punkt der Chordale. 

3) Schneiden ſich zwei Kreiſe, ſo geht ihre Chordale durch 
ihre beiden Durchſchnittspunkte, iſt alſo Secante beider Kreiſe. 

Nach 2 


4) Berühren ſich zwei Kreiſe, ſo geht ihre Chordale durch 
den Berührungspunkt, und iſt gemeinſchaftliche Tangente. 

Nach 2), und weil ſie normal zur Centrale ſteht. 

Haben zwei Kreiſe keinen Punkt gemein, ſo hat ihre 
Chordale mit keinem von ihnen einen Punkt gemein, und ſie 
liegt zwiſchen den Kreiſen, wenn nicht der eine der Kreiſe 
innerhalb des anderen ſich befindet. 

Denn hätte die Chordale mit dem einen einen Punkt 
gemein, ſo müßte nach 1) auch der andere durch denſelben 
Punkt gehen, und es hätten beide Kreiſe dieſen Punkt gemein, 


) Soll hier und ferner heißen, der Kreis deſſen Mittelpunkt M ift. 
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gegen die Vorausſetzung. Liegt der eine Kreis nicht innerhalb 
des anderen, ſo muß die Chordale zwiſchen beiden ſich befinden, 
weil alsdann r”—r? <MM? iſt. 


§. 329. 

1) Wenn man Fig. 114 aus einem beliebigen Punkt 0 
der Chordale zweier Kreiſe, der nicht innerhalb der Kreiſe liegt, 
an jeden der Kreiſe eine Tangente legt, ſo ſind dieſe Tangen⸗ 
ten OA und QB einander gleich. 

Es iſt MO -M, O! r’—r? 
MQ?’—r? 


5 MO! — r,. 
d. i. OA = OB? 
alfo QA = OB. 


2) Wenn man durch einen Punkt V ver Chordale, mel- 
cher innerhalb der Kreiſe ſich befindet, für jeden der Kreiſe 
die kleinſte Sehne legt, jo find dieſe kleinſten Sehnen CC’ und 
DD’ einander gleich. 


Es iſt MV’—MV = r’—r 
alſo r- MV = 7 - M,! 
d. i. N 
alſo VC = VD und CC'= DD. 


3) Sind Fig. 114 zwei ſich ſchneidende Tangenten 40 
und BO zweier Kreiſe einander gleich, jo befindet ſich ihr 
Durchſchnittspunkt O auf der Chordale dieſer Kreiſe. 

Es iſt alsdann 

MQ’—r® = MO! -r. 
oder MO -M,“ = r’—r? 
alſo O ein Punkt der Chordale. 


4) Sind die durch einen Punkt V gehenden kleinſten Seh⸗ 
nen CO und DD’ zweier Kreiſe einander gleich, fo iſt V ein 
Punkt ihrer Chorbale: 

Es iſt alsdann 

r—MV’ = r? -M.“ 
oder MV’’—MV = r?’—ır? 
folglich V ein Punkt der Chordale. 

5) Jede gemeinſchaftliche Tangente zweier Kreiſe wird 
durch deren Chordale halbirt; und umgekehrt, die Mitte jeder 
gemeinſchaftlichen Tangente zweier Kreiſe befindet ſich auf deren 


Chordale. 
Nach 1). 


Wolffs Geometrie. 1. Th. Tre Aufl. 9 
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§. 330. 

1) Zwei Kreiſe haben für jeden Punkt ihrer Chordale 
gleiche Potenzen. 2 
Denn es find die Tangenten, oder kleinſten Sehnen, gleich. 
(Vergl. §. 248). 

2) Legt man durch einen Punkt Q der Chordale zweier 
Kreiſe eine Secante AA’ für den einen Kreis, und eine BB’ 
für den anderen Kreis, ſo befinden ſich die Punkte A, A“, B, B', 
in welchen ſie die Kreiſe ſchneiden, in der Peripherie eines 
Kreiſes. 

Denn es iſt QA-QA’ = OB-QB’, und der Satz folgt 
aus §. 277 oder $. 276. 


§. 331. 


Zu drei beliebigen Kreiſen A, B, C beſtehen drei Chor⸗ 
dalen, eine zu A und B, eine zu A und C, eine zu B und C. 


§. 332. Lehrſatz. 

Die drei Chordalen dreier Kreiſe A, B, C, ſchneiden ſich 
entweder in einem Punkt, oder ſie ſind parallel, oder ſie fallen 
in einander. 

Beweis. Die Radien der Kreiſe A, B, C ſeien bezieh⸗ 
lich r, r., 15, — Die Mittelpunkte der drei Kreiſe befinden 
ſich entweder in gerader Linie oder nicht. — Zuerſt werde 
vorausgeſetzt, die Mittelpunkte befinden ſich nicht in gerader 
Linie. Die Centralen bilden dann ein Dreieck ABC, auf deſſen 
Seiten, oder deren Verlängerungen die Chordalen normal ſte⸗ 
hen. Es ſeien X, I, 2 die Punkte, in welchen die Dreiecks⸗ 
ſeiten AB, BC, AC, oder ihre Verlängerungen beziehlich von 
den Chordalen der Kreiſe A und B, B und C, A und C ge- 
troffen werden. Dann iſt 


AX’—BX’ r' r, 
BY’—(CY’.= r? —r) 
CZ’—AZ” = rr“ 

alſo AX’+BY’+CZ? = BX?+CY’+AZ? 


und deshalb ſchneiden ſich die drei Chordalen in einem Punkt. — 
Zweitens werde vorausgeſetzt, die drei Mittelpunkte befinden 
ſich in einer geraden Linie. Jede der Chordalen ſteht dann 
normal auf derſelben. Wird nun angenommen, zwei der Chor⸗ 
dalen, etwa die der Kreiſe A und B, und A und C fallen in 
einander, und bezeichnet X den Punkt, in welchem ſie die 
gerade Linie ABC treffen, fo ift 
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AX - BX= r’—r? 

AX?—CX? 
alfo BX CX r, —r, 
deshalb iſt X zugleich ein Punkt der dritten Chordale, und 
die drei Chordalen liegen, da ſie ſämmtlich auf der geraden 
Linie ABC normal ſtehen, in einander; wird aber angenom⸗ 
men zwei der Chordalen ſeien parallel, ſo iſt die dritte pa⸗ 
rallel mit einer jeden von ihnen, denn fiele ſie mit einer 
zuſammen, ſo fielen nach dem eben Erwieſenen alle drei zu⸗ 
ſammen. Darin liegt der Satz. 


§. 333. 
Schneiden ſich die Chordalen dreier Kreiſe, ſo heißt ihr 
Durchſchnittspunkt der Chordalpunkt der Kreiſe, auch der 
Punkt der gleichen Potenzen. 


§. 334. 

1) Schneiden ſich zwei Kreiſe, und ſtehen die Radien, 
welche nach dem einen Durchſchnittspunkt gehen, normal auf 
einander, ſo ſtehen auch die, welche nach dem anderen gehen, 
auf einander normal. 

Denn es find Fig. 115 die Dreiecke MPM, und MOM, 
congruent, iſt alſo MPM, ein rechter Winkel, fo iſt auch MOM, 
ein ſolcher. 

2) Schneiden ſich zwei Kreiſe, und ſtehen die nach den 
Durchſchnittspunkten gehenden Radien normal auf einander, 
ſo iſt jeder von dieſen Radien des einen Kreiſes Tangente des 
anderen Kreiſes; es ſtehen alſo auch die Tangenten an den 
Durchſchnittspunkten normal auf einander. 

3) Man ſagt zwei Kreiſe ſchneiden ſich rechtwinklig, 
wenn die Radien nach den Durchſchnittspunkten rechte Winkel 
bilden, oder, was daſſelbe iſt, wenn die Tangenten an den 
Durchſchnittspunkten auf einander normal ſtehen. 

4) Iſt Fig. 115 M,P Tangente des Kreiſes M, und denkt 
man den Kreis, deſſen Mittelpunkt M, und deſſen Radius M. P 
iſt, ſo ſchneiden beide Kreiſe ſich rechtwinklig. 

5) Wenn man Fig. 114 aus einem Punkt Q der Chor⸗ 
dale zweier Kreiſe M und M, eine Tangente OA an einen der 
Kreiſe legt, und mit dieſer Tangente als Radius einen Kreis 
beſchreibt, deſſen Mittelpunkt 0 iſt, fo ſchneidet dieſer Kreis 
die beiden erſten rechtwinklig. 

6) Und läßt ſich aus dem Chordalpunkt dreier Kreiſe 
eine Tangente an einen der Kreiſe legen, und beſchreibt man 

9 * 


ua 
— 
a 
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mit dieſer Tangente vom Chordalpunkt aus einen Kreis, ſo 
ſchneidet dieſer die drei erſteren Kreiſe rechtwinklig, und heißt 
ihr Orthogonalkreis. 

§. 335. 

1) Zu einem Kreiſe M feien X und Y Pole, eben fo X 
und 1“. Der Kreis, welcher durch die Pole X, I, X, 1“ geht, 
und der urſprüngliche Kreis ſchneiden ſich rechtwinklig. 

Der eine Durchſchnittspunkt beider Kreiſe ſei Q. Dann 
iſt nach §. 321 MO. = MX. MX, folglich der Radius M des 
Kreiſes M Tangente des anderen Kreiſes, und deshalb ſchnei⸗ 
den die Kreiſe ſich rechtwinklig. 

2) Hat man einen Kreis M, deſſen Radius r ſei, und 
zwei Pole deſſelben X und Y, geht durch X und Y die Peri⸗ 
pherie eines Kreiſes V, und legt man durch den Mittelpunkt 
M eine gerade Linie, welche den Kreis V in den Punkten C 
und D ſchneidet, fo find C und D Pole des Kreiſes M. 

Denn es iſt 

MC- MD = MX. M r'“. 

3) Schneiden ſich Fig. 115 zwei Kreiſe rechtwinklig, und 
legt man durch den Mittelpunkt M des einen Kreiſes eine 
gerade Linie, welche den anderen ſchneidet, fo find die Durch⸗ 
ſchnittspunkte X und Y Pole des erſteren Kreiſes. 

Denn es iſt MP Tangente und 

MX. M = Mr. r-“. 


§. 336. 

1) Man denke Fig. 116 zwei Kreiſe, ihre Mittelpunkte 
ſeien M und M', ihre Radien r und 1. Auf der Centrale 
denke man die Punkte X und J fo, daß ſich verhält 

MX:MX = MI:MT = 2 
Die Punkte M, M', X, Y liegen alsdann harmoniſch. Be⸗ 
trachtet man nun X als äußeren Aehnlichkeitspunkt, ſo ſind 
die Punkte Mund M' äußerlich entſprechende Punkte nach dem 
Grundverhältniß 1:1“; und zieht man in einem der Kreiſe, 
etwa M, einen beliebigen Radius MB, in dem anderen parallel 
damit und gleich gerichtet den Radius M'B', ſo ſind auch B 
und B’ äußerlich entſprechende Punkte nach demſelben Grund⸗ 
verhältniß [S. 160]. Und betrachtet man Y als inneren Aehn⸗ 
lichkeitspunkt, fo entſprechen ſich M und M' innerlich nach dem 
Grundverhältuiß rr“, und, wenn man den Radius MB beliebig 
denkt, den M'B“ parallel damit und entgegengeſetzt gerichtet, 
auch die Punkte B und B”. | 

Zwei ganz beliebige Kreiſe find daher jedesmal entſpre⸗ 

chende Figuren, und zwar ſowohl äußerlich als innerlich. 
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2) Berühren ſich zwei Kreiſe von außen, ſo iſt der Be— 
rührungspunkt ihr innerer, berühren ſie ſich von innen, ſo iſt 
der Berührungspunkt ihr äußerer Aehnlichkeitspunkt. 

3) Man ſtelle ſich zwei Kreiſe vor. In dem einen denke 
man einen Radius beliebig, in dem anderen einen Radius 
parallel mit jenem. Die gerade Linie, welche durch die in 
den Peripherieen liegenden Endpunkte ſolcher parallelen Radien 
geht, ſchneidet die Centrale beider Kreiſe jedesmal in dem einen, 
oder in dem anderen von zwei beſtimmten Punkten, je nachdem 
die Radien in gleicher oder in entgegengeſetzter Richtung ge— 
dacht wurden. 

Denn jede ſolche Linie iſt äußerer oder innerer Aehn⸗ 
lichkeitsſtrahl, trifft alfo den äußeren oder inneren Aehnlich- 
keitspunkt. 

4) Iſt A Aehnlichkeitspunkt zweier Kreiſe Mund M', und 
berührt ein Aehnlichkeitsſtrahl AT den einen Kreis M, fo be- 
rührt er auch den anderen M', iſt alſo gemeinſchaftliche Tan⸗ 
gente beider Kreiſe. 

Denn der dem Radius MT entſprechende Radius M'“ 
muß, als parallel mit MT, normal ſtehen auf AT. 

5) Und umgekehrt, die gemeinſchaftlichen Tangenten zweier 
Kreiſe gehen durch den einen oder den anderen Aehnlich— 
keitspunkt. 

Denn die Radien nach den Berührungspunkten ſind 
parallel. 

6) Die äußerlich oder innerlich entſprechende Figur eines 
Kreiſes M für irgend einen Punkt X als Aehnlichkeitspunkt 
und ein beliebiges Grundverhältniß p:q iſt ein Kreis. 

Man ziehe Fig. 116 XM, und nehme darauf M' ſo, daß 
fi) verhält XM: XM! = p:q. Man ziehe zwei Strahlen XB 
und XC und nehme darauf die Punkte B’ und C' fo, daß ſich 
verhält 5 
XB: XB = XG: XG S p: 
und es entſprechen bei der Lage in der Figur die Punkte 
M', B', C' äußerlich denen M, B, C. Es verhält ſich alsdann 

MB: MB = MC: MC 
und da MB = MC ift, fo iſt auch MB'= MC. Da C jeden 
Punkt der Peripherie M vorſtellt, fo erhellet, daß die dem 
Kreiſe M äußerlich entſprechende Figur für X als Aehnlichkeits⸗ 
punkt und das Grundverhältniß p:q ein Kreis M' iſt. Eben 
ſo folgt das Geſetz, wenn man X als inneren Achnlichfeite- 
punkt benutzt. 
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8.337. Lehrſatz. 

1) Wenn man Fig. 117 oder Fig. 118 durch den äuße⸗ 
ren oder durch den inneren Aehnlichkeitspunkt 8 zweier Kreiſe 
einen Aehnlichkeitsſtrahl legt, und die Radien nach den vier 
Durchſchnittspunkten B, C, B', C' zieht, fo find dieſe Radien 
zu zweien parallel, nämlich MB und M’B’, und MC und M'C', 
andererſeits zu zweien nicht parallel, nämlich MB und M'C', 
und MC und M'B'. 

Daß die einen parallel find, erhellet daraus, daß M und 
M', B und B’, C und C' entſprechende Punkte find, daß die 
anderen ſich ſchneiden aus §. 14. re 

2) Zwei Punkte B und C', oder C und B', in einem 
Aehnlichkeitsſtrahl, welche nichtparallelen Radien zugehören, 
heißen potenzhaltende Punkte. 

3) Man verlängere die Radien MB und M’C’ bis zum 
Durchſchnitt E. Das Dreieck BEC“ wird gleichſchenklig; denn 
es iſt BEE BM“, alſo BEC BMC. Ein Kreis, der E zum 
Mittelpunkt und EB zum Radius hat, berührt daher die gege⸗ 
benen Kreiſe. Eben fo, wenn man die Radien MC und M’B’ 
bis zum Durchſchnitt F verlängert. In Fig. 117, wo 8 äu⸗ 
ßerer Aehnlichkeitspunkt iſt, werden beide gegebenen Kreiſe von 
dem dritten E oder F in gleicher Weiſe berührt, nämlich beide 
von innen oder beide von außen; in Fig. 118 dagegen, wo 8 
den inneren Aehnlichkeitspunkt vorſtellt, find die gegebenen Kreiſe 
von dem dritten E oder F in ungleicher Weiſe berührt, der 
eine von außen, der andere von innen. 

4) Umgekehrt, werden zwei Kreiſe M und M' von einem 
dritten E berührt, ſo geht die Linie, welche die Berührungs⸗ 
punkte verbindet, durch einen der Aehnlichkeitspunkte, und zwar 
durch den äußeren oder durch den inneren, je nachdem die Be⸗ 
rührung in gleicher oder ungleicher Weiſe Statt findet. 

Denn alsdann iſt EB = EC, alſo ZEBU = ZECB, 
und, wenn man den Radius MC zieht, MCB = MBC = 
M'C'B, folglich find die Radien MC und M’C’ parallel, und der 
Satz erhellet aus dem vorigen Paragraph. 5 

5) Man denke in zwei potenzhaltenden Punkten B und 
C Tangenten für die Kreiſe M und M'; der Durchſchnitts⸗ 
1555 G der Tangenten befindet ſich auf der Chordale der 

reiſe. 
Denn die Tangenten ſind gleich, weil ſie zugleich den 
Kreis E berühren. 

6) Umgekehrt, legt man von einem Punkt 6 der Chor⸗ 

dale die Tangenten GB und 60“ an die Kreiſe, fo befinden 
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ſich die Berührungspunkte B und C' in gerader Linie mit einem 
der Aehnlichkeitspunkte. a 

Man errichte die Normalen BE und CE. Das Dreieck 
BEC' wird gleichſchenklig. Ein Kreis zum Mittelpunkt E und 


Radius EB berührt alſo die Kreiſe M und M', und es erhellet 
der Satz aus J). 


7) Wenn man durch einen Aehnlichkeitspunkt zweier Kreiſe 
irgend eine gerade Linie legt, ſo ſind die Pole der Linie für 
dieſe Kreiſe entſprechende Punkte, befinden ſich alſo in gerader 
Linie mit jenem Aehnlichkeitspunkt. 

Man denke die Linie SC. Die Tangenten BO und 3˙0“, 
und CO und C'“ find entſprechende Linien, folglich find ihre 
Durchſchnittspunkte O und Q’ entſprechende Punkte, und zu⸗ 
gleich ſind ſie die Pole der Linie SC. Und denkt man die 
Linie SO, fällt auf ſie die Normalen M und M'O', fo find 
O und O entſprechende Punkte, und dann weiter, wie leicht 
erhellet, auch ihre Pole N und N'. 

8) Die Tangenten an den vier Punkten B, C, B', C', 
bilden ein Parallelogramm; die eine Diagonale deſſelben GH 
iſt die Chordale der Kreiſe, die andere 00 geht durch den 
Aehnlichkeitspunkt 8. 

Die Tangenten OB und Q’B’ find parallel, weil die zu⸗ 
gehörigen Radien es ſind, eben ſo die anderen, alſo iſt 
OHO'G ein Parallelogramm. Das Uebrige erhellet aus 5) 
und 7). 

9) Es ſei STT’ gemeinſchaftliche Tangente der Kreiſe, 
(wenn aber S innerhalb der Kreiſe ſich befindet, fo ſeien ST 
und ST’ die halben kleinſten Sehnen), und es iſt 

SB. SC = SC-SB' = ST:ST. 

Es find B und B’ eutſprechende Punkte, eben jo Cund C', 

und T und 17, deshalb iſt 
SB: SB“ = SC: SC = ST: ST.. 
Daraus folgt 1 SB. Sc = SC-SB’ 


SB. ST! = ST. S'. 
Ferner iſt nach §. 248 
3) ST’= SB-SC. 
Das Product aus 2) und 3) liefert 
4) ST. ST“ = SC-SB' 
und aus 1) und 4) erhellet der Satz. 

Das Product SB-SC’ iſt demnach für alle potenzhalten⸗ 
den Punkte von demſelben Werth. Denkt man z. B. einen 
zweiten Strahl SV, fo iſt 

SB. SCG = SC. SB = SP. SV = SV. SP! = ST. ST“ 
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10) Zwei potenzhaltende Punkte eines Strahls und zwei 
potenzhaltende Punkte eines zweiten Strahls liegen in der Pe⸗ 
ripherie eines Kreiſes; z. B. B, C, P, V’ oder B, C', V, P., 
oder C, B', P, V’ oder C, B', V, P'. 

Nach 9) und §. 276 oder 277. 


§. 338. 

1) Es werde Fig. 119 ein Kreis M gevacht und eine gerade 
Linie A B', und durch den Mittelpunkt M des Kreiſes eine 
gerade Linie SO normal auf A“B'. Legt man durch S eine 
beliebige Secante SA, fo iſt 

SA 


SA = S0. 8 
und legt man durch O eine beliebige Secante OB, ſo iſt 
OB. OB = O8. OV. 


Die Dreiecke SOA und SA'V find ähnlich, weil fie den 
Winkel bei 8 gemeinſchaftlich haben und rechtwinklig ſind; da⸗ 
her verhält ſich 

SA: SO = SV: SA 
folglich iſt SA-SA’ = S0 S8 
Eben ſo erhellet die andere Behauptung aus der Aehnlichkeit 
der Dreiecke OBS und QOVB'. 

Der Satz bleibt giltig, wenn die Linie A’B’ den Kreis M 
ſchneidet oder berührt. Im letzten Falle geht das Product 
SO. SV in SQ? über. 

2) Für alle von S ausgehenden Secanten find alſo die 
Producte SA. SA“, SC. SC u. ſ. w. von gleichem Werth; eben 
jo für alle Secanten, welche durch O gelegt find. 

3) Vier Punkte wie O, V, A, A’ oder A, A’, C, C' oder 
V, 8, B, B' oder B, B', D, D' liegen in der Peripherie eines 
Kreiſes. 

Nach 8.276 oder 277. 

4) Man errichte in A’ die Normale A’K auf A’B’, und 
ziehe durch M und A die Linie MA bis K, fo iſt KA gleich 
KA’, und ein Kreis, der K zum Mittelpunkt und KA zum 
Radius hat, berührt daher den Kreis M in A von außen und 
die Linie A’B’ in A’. Und errichtet man B'L normal auf A’B’, 
und zieht MB bis L, fo iſt LB=LB’, und ein Kreis, deſſen 
Mittelpunkt L und deſſen Radius LB iſt, berührt den Kreis 
M in B von innen, und die Linie A’B’ in B'. 

Denn die Dreiecke AA’K und ASM find ähnlich, eben fo 
die Dreiecke BLB“ und BMO. 

5) Umgekehrt, berührt ein Kreis den Kreis M in A von 
außen und die Linie A’B’ in A’, fo geht die Linie AA’ durch S; 
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und berührt ein Kreis den Kreis M in B von innen und die 
Linie A’B’ in B', fo geht die Linie BB’ durch O. 

Cs ſei X der Durchſchnittspunkt zwiſchen AA’ und VX. 
Die Dreiecke AKA’ und AMX find ähnlich, weil fie die Win⸗ 
kel bei A als Scheitelwinkel, die bei K und M als Wechſel⸗ 
winkel gleich haben. AKA’ ift gleichſchenklig, alſo auch AMX, 
folglich iſt MX = MA = Ms. Eben fo im anderen Falle. 

Anmerk. Die kleinen Abweichungen, welche eintreten, wenn A/B‘ den 

Kreis M ſchneidet oder berührt, wird man leicht aufſtellen können. 
Die gerade Linie AB“ läßt ſich als Kreislinie zu einem unendlich 
großen Radius betrachten, und dann tritt die Analogie dieſer Sätze 
mit denen des vorigen Paragraphen hervor. 


§. 339. 

1) Man ſtelle ſich zwei Kreiſe vor, M und M' Fig. 120 
oder Fig. 121, der Radius des erſten ſei nr, die Peripherie des 
Kreiſes M' gehe nicht durch den Mittelpunkt des Kreiſes M, 
und es ſchneide der Kreis M' den Kreis M nicht rechtwinklig. 
Wenn man jeden Punkt der Peripherie des Kreiſes M' als Pol 
des Kreiſes M betrachtet, jo liegen die zugehörigen Pole in der 
Peripherie eines Kreiſes M“, der Mittelpunkt M iſt äußerer 
oder innerer Aehnlichkeitspunkt der Kreiſe M' und M“, und die 
Chordalen der drei Kreiſe fallen in einander. 

Durch M denke man die Secante AB und Fig. 120 die 
Tangente, Fig. 121 die halbe kleinſte Sehne MT für den 
Kreis M', und es ſeien A“, B', J“ beziehlich die Pole der 
Punkte A, B, T. Nach S. 335 iſt 

Mr. MT“ = MA-MA’ = MB. MB! = r'. 
Ferner iſt MT? = MA-· MB 
und es folgt durch Diviſion 
N Mr: MT!“ = MB: MA“ = MA:MB'. 
Die Punkte T und J, A und B,, B und A’ find demnach 
entſprechende Punkte für M als Aehnlichkeitspunkt und das 
Grundverhältniß MT: M', und eben fo für jede andere Se⸗ 
cante MC die Punkte C und D', D und C'. Und da die Punkte 
T. A, C, D, B des einen Syſtems in der Peripherie eines 
Kreiſes liegen, fo befinden ſich auch die des entſprechenden Sy⸗ 
ſtems in der Peripherie eines Kreiſes. 

Die Punkte M, M', M“ liegen, da M Aehnlichkeitspunkt 
der Kreiſe M' und M“ iſt, in gerader Linie, und die drei 
Chordalen der Kreiſe, als normal ſtehend auf dieſer Linie, 
müſſen entweder parallel ſein oder in einander fallen. Man 
denke einen Strahl MBB’, und in den potenzhaltenden Punk⸗ 
ten B und B' Tangenten für die Kreiſe M' und M“. Die 
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Tangenten BAR ſich in V ſchneiden; nach 8.337 5) iſt By 
gleich B’V. a B und B' Pole für den Kreis M find, fo 
ſchneidet der Kreis, deſſen Mittelpunkt V und deſſen Radius 
VB iſt, den Kreis M rechtwinklig in 6. Es iſt alſo VG Tan⸗ 
gente für den Kreis M. Nun find die drei Tangenten VB, 
VB’, VG einander gleich, deshalb iſt V ein Punkt in jeder der 
drei Chordalen, die alſo zuſammenfallen. 

2) Die Kreiſe M' und M“ nennt man conjugirte Kreiſe 
des Kreiſes M, der Kreis M heiße der Potenzkreis der Kreiſe 
M' und M“. . 

3) Geht Fig. 122 die Peripherie des Kreiſes M' durch 
den Mittelpunkt des Kreiſes M, und betrachtet man die Punkte 
der Peripherie M' als Pole des Kreiſes M, fo befinden ſich 
die zugehörigen Pole in einer geraden Linie, nämlich in der 
Chordale beider Kreiſe. 

Man denke die Centrale MM’, es ſei Q’ der Pol des 
Punktes O, Q’A’ ſtehe normal auf MM’, und MA jet eine 
durch M gelegte beliebige Sccante des Kreiſes M'. Nach 


8.338 1) tft 
MA. MA“ = MQ-MQ' 

MO- MO“ iſt gleich r?, alſo iſt MA-MA’ gleich r*, und deshalb 
A’ der Pol des Punktes A, und da MA jede Secante vor⸗ 
ſtellt, ſo erhellet, daß die Pole aller Punkte der Peripherie M' 
in der Normale Q’A’ liegen. — Nach §. 338 find A und A’ 
die Berührungspunkte eines Kreiſes K, welcher den Kreis M' 
und die gerade Linie Q’A’ berührt. Für den Kreis M' denke 
man in A die Tangente, und fie ſchneide OA“ in V. VA iſt 
zugleich Tangente für den Kreis K, deshalb iſt VA gleich 
VA“. Ein aus V mit VA befchriebener Kreis geht durch A’ 
und ſchneide den Kreis M in 6. A und A’ find Pole des 
Kreiſes M, deshalb ſchneidet der Kreis Y den Kreis M recht⸗ 
winklig, und es iſt VG Tangente für den Kreis M. Die 
Gleichheit der Tangenten VA und VG bedingt, daß Q’A’ Chor⸗ 
dale iſt der Kreiſe M und M'. 

4) Schneidet der Kreis M' den Kreis M rechtwinklig, ſo 
fällt der conjugirte Kreis M“ mit dem Kreiſe M' zuſammen. 
[Vergl. §. 335 3). 


| §. 340. 

Man ſtelle ſich zwei Kreiſe M und M' vor, und alle 
möglichen Berührungskreiſe, von welchen jeder den Kreis M 
und zugleich den Kreis M' berührt. Dieſe Berührungskreiſe 
wollen wir in zwei Klaſſen theilen, und zur erſten Klaſſe 


> ai 
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alle die Kreiſe rechnen, welche die Kreiſe M und M' beide von 
außen, oder beide von innen berühren, zur zweiten Klaſſe da⸗ 
gegen diejenigen zählen, welche den einen der Kreiſe M und 
M' von außen berühren, den anderen von innen. Jede Klaſſe 
werde wiederum in zwei Gruppen geſondert; die eine Gruppe 
der erſten Klaſſe umfaſſe die Kreiſe, welche von außen berüh⸗ 
ven, die andere die, welche von innen berühren; die eine 
Gruppe der zweiten Klaſſe beſtehe aus den Kreiſen, welche den 
einen der Kreiſe Mund M' von außen, den anderen von innen 
berühren, die andere aus denen, welche umgekehrt den an⸗ 
deren von außen berühren, den erſteren von innen. Die 
beiden Gruppen jeder Klaſſe nennen wir verwandte Grup- 
pen. Die verwandten Gruppen gehen in einander über durch 
Fans Tangenten oder Durchſchnittspunkte der Kreiſe 
M und M'. 


§. 341. 

1) Werden zwei Kreiſe M’ und M“ von zweien Kreiſen 
B’ und B“ berührt, und gehören die Kreiſe B' und B“ der 
erſten Klaſſe an, ſo geht die Chordale dieſer Kreiſe durch 
den äußeren Aehnlichkeitspunkt A der Kreiſe M’ und M“, ge⸗ 
hören die Kreiſe B’ und B“ der zweiten Klaſſe an, jo geht 
ihre Chordale durch den inneren Aehnlichkeitspunkt der Kreiſe 
M' und M“. 

Es mögen Fig. 123 die Kreiſe B' und B“ der erſten 
Klaſſe angehören (gleichviel ob einerlei Gruppe oder nicht) 
und C, C', D, D' ſeien die Berührungspunkte. Nach §. 337 4) 
gehen die Linien C’C und D’D durch den äußeren Aehnlich 
keitspunkt A der Kreiſe M' und M“, und nach 10) deſſelben 
Paragraphen befinden ſich die Punkte C, C', D, D' in der 
Peripherie eines Kreiſes. Man denke dieſen Kreis V. Die 
Linien CC und D'D find zwei von den drei Chordalen der 
Kreiſe V, B', B“, und da fie ſich in A ſchneiden, fo geht auch 
die dritte Chordale, d. i. die der Kreiſe B’ und B“ durch den 
Aehnlichkeitspunkt A. Das iſt der eine Theil des Satzes; 
ähnlich folgt der andere. 

2) Wenn man durch den Aehnlichkeitspunkt der Kreiſe M’ 
und M“, durch welchen die Chordale der Kreiſe B’ und B“ geht, 
eine Tangente an einen der letztern Kreiſe legt, und mit dieſer 
Tangente als Radius einen Kreis beſchreibt, der jenen Aehn⸗ 
lichkeitspunkt zum Mittelpunkt hat, fo find die Kreiſe M und 
M“ conjugirte Kreiſe dieſes Kreiſes. e 

Man denke Fig. 123 ſämmtliche Berührungskreiſe der er- 
ſten Klaſſe. Die Chordalen je zweier von ihnen gehen durch 
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den äußeren Aehnlichkeitspunkt A. AT ſei Tangente an einem 
der Kreiſe, B'“. Ein mit AT befchriebener Kreis A wird alle 
Kreiſe der erſten Klaſſe rechtwinklig ſchneiden, deshalb ſind 
C, C', eben ſo D, D' u. ſ. w. Pole des Kreiſes 4, folglich M' 
und M“ conjugirte Kreiſe des Kreiſes A. Eben ſo ergiebt ſich 
der Satz im anderen Fall. 


§. 342. 

Die Kreiſe M' und M“ find Berührungskreiſe der Kreiſe 
B’ und B“, und fie gehören als ſolche Gruppen an, die ſich 
beſtimmen nach den Gruppen, aus welchen B' und B“ genom⸗ 
men ſind. Nach einer Feſtſtellung dieſes Verhältniſſes wird 
man im Ganzen folgendes Geſetz erkennen: 

Wenn irgend zwei Kreiſe gedacht werden und ihre ſämmt⸗ 
lichen gemeinſchaftlichen Berührungskreiſe, ſo enthält die Chor⸗ 
dale der erſteren Kreiſe die ſämmtlichen äußeren Aehnlichkeits⸗ 
punkte je zweier Berührungskreiſe, die einer Gruppe angehören, 
und die ſämmtlichen inneren Aehnlichkeitspunkte je zweier Be⸗ 
rührungskreiſe aus verwandten Gruppen; der äußere Aehn⸗ 
lichkeitspunkt der erſten Kreiſe iſt gemeinſchaftlicher Chordal⸗ 
punkt der Berührungskreiſe aus der erſten Klaſſe, der innere 
Aehnlichkeitspunkt iſt gemeinſchaftlicher Chordalpunkt der zwei⸗ 
ten Klaſſe von Berührungskreiſen; die Berührungskreiſe der 
erſten Klaſſe haben einen gemeinſchaftlichen Orthogonalkreis, 
deſſen Mittelpunkt der äußere Aehnlichkeitspunkt der zuerſt ge⸗ 
dachten Kreiſe iſt, die Kreiſe der zweiten Klaſſe haben ebenfalls 
einen gemeinſchaftlichen Orthogonalkreis, und ſein Mittelpunkt 
iſt der innere Aehnlichkeitspunkt der zuerſt gedachten Kreiſe; 
endlich ſind die erſten beiden Kreiſe conjugirte Kreiſe zu jedem 
der erwähnten Orthogonalkreiſe. 


§. 343. 

Drei Kreiſe M', M“, M“ haben drei äußere Aehnlichkeits⸗ 
punkte und drei innere. Die drei äußeren Aehnlichkeitspunkte 
liegen in gerader Linie, und ferner liegt jeder äußere Aehnlich⸗ 
keitspunkt mit den beiden inneren Aehnlichkeitspunkten in gera⸗ 
der Linie, welche nicht zu ihm gehören. 

Es ſeien Fig. 124 M', M“, M“ die Mittelpunkte der 
Kreiſe, ihre Radien feien r’, 1“, r“, die äußeren Aehnlichkeits⸗ 
punkte ſeien A’, A“, A”, die inneren l', 1”, 1“. Man denke 
durch die beiden Punkte A’ und A“ eine gerade Linie gelegt, 
und von den Mittelpunkten aus drei parallele Linien M’Q', 
MO“, M0“ gezogen, welche die Linie AA“ in Punkten 
0’, 0", O“ ſchneiden. Dann verhält ſich 
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7 M' O.: MO“ = r:r" 
MO: Mον % = r“ 
folglich MO: M. = 1: 


wegen dieſer Proportion geht die Linie 0“0““, d. h. AA“ 
durch den Punkt A“; alſo liegen die Punkte A’, A“, A“ in 
gerader Linie. Eben jo folgt, daß ſich A“, 1”, I" in gerader 
Linie befinden u. ſ. w. 

Die Linien AA“ A“, A“, AI“, A“ nennt man 
Symmetrallinien, Aehnlichkeitslinien der drei Kreiſe. 


§. 344. 
Uebungen und Praktiſches. 


1) Was iſt ein Kreis, die Peripherie eines Kreiſes, der Mit⸗ 
telpunkt, der Radius? Was iſt eine Secante, eine Sehne, 
ein Durchmeſſer, eine Tangente, der Berührungspunkt einer 
Tangente? Wann iſt eine Linie Secante, oder Tangente? 

2) Was iſt ein Mittelpunktswinkel, ein Peripheriewinkel? 
Was iſt ein Kreisabſchnitt, ein Kreisausſchnitt, ein Quadrant, 
ein Sextant? Wann ſind Sehnen eines Kreiſes gleich, wann 
ungleich? Wann ſind Bogen eines Kreiſes gleich, wann un⸗ 
gleich? Wann find Kreisausſchnitte oder Kreisabſchnitte 
congruent? 

3) Wenn ein Mittelpunktswinkel und ein Peripheriewinkel 
auf gleichen Bogen ſtehen, wie ſind ſie beſchaffen? Wann 
ſind Peripheriewinkel gleich, wann ungleich? Gelten dieſe 
Sätze umgekehrt? Wann iſt ein Peripheriewinkel ein rechter 
Winkel? N 

4) Welche Proportion tritt ein, wenn eine Linie auf einem 
Durchmeſſer normal ſteht? welche zwiſchen einer Sehne, 
ihrer Projection auf einem Durchmeſſer, der von dem einen 
Endpunkt der Sehne ausgeht, und dem Durchmeſſer? 

5) Wenn eine Tangente von einer Sehne im Berührungspunkt 
geſchnitten wird, welches Geſetz findet für die Winkel Statt, 
welche die Sehne mit der Tangente bildet? 

6) Welches Geſetz findet Statt, wenn zwei Sehnen fich fchnei- 
den, welches wenn zwei Secanten ſich ſchneiden, wenn eine 
Tangente und eine Secante ſich ſchneiden, wenn zwei Tan⸗ 
genten ſich ſchneiden? Laſſen ſich dieſe Geſetze als ein Ge- 
ſetz zuſammenfaſſen? 

7) Wann ſagt man, ein neck liege in einem Kreiſe, ein neck 
liege um einen Kreis? Welche Figuren liegen in einem 
Kreiſe, welche um einen Kreis? Liegt ein neck, welches 
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um oder in einem Kreiſe liegt, jedesmal zugleich in oder 
um einen Kreis? Wo iſt der Mittelpunkt des Kreiſes, in 
welchem ein Dreieck liegt; wie findet man den Mittelpunkt 
des Kreiſes, um welchen es liegt? Wie wird der Mittel⸗ 
punkt des Kreiſes gefunden, in welchem ein reguläres neck 
liegt, wie der Mittelpunkt des Kreiſes um den es liegt? 
Wem iſt die Seite des regulären Sechsecks gleich? Welches 
Geſetz findet Statt zwiſchen der Seite des regulären Fünf⸗ 
ecks, der des regulären Zehnecks, und dem Radius des Krei⸗ 
ſes in welchem beide Figuren liegen? 

8) Wie drückt ſich das Product zweier Seiten eines Dreiecks 
aus? Wie drückt ſich der Inhalt eines Dreiecks aus durch 
die drei Seiten und den Radius des Kreiſes, in welchem 
es liegt? Wie drückt ſich der Inhalt aus durch die drei Sei⸗ 
ten und den Radius des Kreiſes, um den es liegt? Wie 
drückt ſich der Inhalt eines jeden necks aus, welches um 
einen Kreis liegt? 

9) Welche Geſetze gelten bei einem Viereck, welches in einem 
Kreiſe liegt? Was iſt bei einem Viereck zu merken, welches 
um einen Kreis liegt? Welche von dieſen Geſetzen ſind um⸗ 
gekehrt worden? Welches Geſetz gilt vom Sechseck im Kreiſe, 
vom Sechseck um einen Kreis? 

10) Wann liegen vier Punkte in der Peripherie eines Kreiſes? 

11) Wann heißen Kreiſe concentriſch, excentriſch? Was iſt 
eine Centrale? Was heißt es, zwei Kreiſe berühren ſich? 
Wie muß die Centrale beſchaffen ſein, damit zwei Kreiſe ſich 
ſchneiden, oder ſich berühren außer einander liegend, oder 
ſich berühren, der eine innerhalb des anderen liegend? Wie 
muß die Centrale beſchaffen ſein, damit die Peripherieen 
zweier Kreiſe einen Punkt gemeinſchaftlich haben und der 
eine außerhalb des anderen liege, oder der eine innerhalb 
des anderen? N 

12) Wodurch beſtimmt ſich ein Kreis? 

13) Wie verhalten ſich zwei Bogen eines Kreiſes? Wie zwei 
Kreisausſchnitte? Wie verhält ſich ein Bogen zur Peripherie 
ſeines Kreiſes; wie ein Kreisausſchnitt zu ſeinem Kreiſe? 

14) Wie verhalten ſich die Peripherieen zweier Kreiſe; wie 
die Inhalte? 

15) Wie verhalten ſich zwei Bogen, oder zwei Kreisausſchnitte 
zweier ungleichen Kreiſe, wenn die Mittelpunktswinkel gleich 
find; wie, wenn die Mittelpunktswinkel ungleich find? 

16) Wie drückt ſich der Inhalt eines Kreiſes durch ſeine 
Peripherie und ſeinen Radius aus? Wie drückt ſich der 
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Inhalt eines Kreisausſchnittes aus durch den Bogen und 
den Radius? 

17) Wenn er der Radius eines Kreiſes ift, wie drückt ſich die 
Peripherie aus, wie der Inhalt? Welche Zahl bezeichnet u? 
Wenner der Radius eines Kreiſes iſt, & ein Mittelpunkts⸗ 
winkel, wem iſt der Bogen zu dieſem Mittelpunktswinkel 
gleich, wie groß iſt der Kreisausſchnitt? Welche Brüche 
drücken à annähernd aus? 

18) Wenn man über den Seiten eines rechtwinkligen Dreiecks 
Kreiſe beſchreibt, ſo iſt der Kreis, deſſen Durchmeſſer die 
Hypotenuſe iſt, gleich der Summe der beiden anderen Kreiſe. 

19) Iſt ein Kreis gleich der Summe zweier anderer Kreiſe, 
ſo wird das Dreieck, welches die Durchmeſſer zu Seiten 
hat, rechtwinklig, und der Durchmeſſer des erſteren Kreiſes 
ſeine Hypotenuſe. ö 

20) Was ſind Pole eines Kreiſes, Polaren? Welche Geſetze 
gelten für die Pole, Polaren? Zu welchen Geſetzen führen 
die Aehnlichkeitspunkte der Kreiſe? 

21) Eine Sehne meſſe 9 Fuß; ſie werde um 3 Fuß verlän⸗ 
gert, und von dem Endpunkt werde eine Tangente an den 
1 81 wie groß wird die Tangente? 

6 Fuß. 


22) Der Radius eines Kreiſes ſei 8 Fuß, die Höhe eines Bo⸗ 
gens 5 Fuß, wie groß iſt die Sehne diefes Bogens? 
14,8323... Fuß. 
23) Der Radius eines Kreiſes ſei r, die Höhe eines Bogens 
h, wie groß iſt die Sehne des Bogens? 
2y(2r—h)h. 
24) Eine Sehne meſſe 12 Fuß, die Höhe des zugehörigen 
Bogens 3 Fuß, wie groß iſt der Radius des Kreiſes? 


74 Fuß. 
25) Eine Sehne ſei a, die Höhe des zugehörigen Bogens b, 
wie groß iſt der Radius des Kreiſes? 
a? 4b 
8 a 
26) Der Radius eines Kreiſes ſei 12 Fuß, eine Sehne 8 Fuß 
wie groß iſt die Höhe des zur Sehne gehörenden Bogens? 
0,6862 .... oder 23,3137 ... Fuß. ö 
27) Der Radius eines Kreiſes ſei r, eine Sehne a, wie groß 
iſt die Höhe des Bogens, welcher zur Sehne gehört? 


ee 
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28) Der Radius eines Kreiſes iſt 8 Fuß; in dem Kreiſe be⸗ 
finden ſich zwei parallele Sehnen, die eine mißt 12 Fuß, 
die andere 10 Fuß, wie weit ſind die Sehnen von einander 
entfernt? 

0,9534... Fuß, oder 11,5365 Fuß. 

29) Der Radius eines Kreiſes iſt r, zwei parallele Sehnen 

find a und b, wie groß iſt die Entfernung der Sehnen? 


a a b b 
ET = A 
V De- D- 

30) Der Radius eines Kreiſes ſei 5“; wie groß muß der Ra⸗ 
dius eines Kreiſes genommen werden, deſſen Peripherie 
34 mal fo groß als die jenes Kreiſes fein ſoll? und wie 
groß muß der Radius fein, wenn der Inhalt 32 mal jo 
groß als der jenes Kreiſes werden ſoll? 

177. 9,354. 

31) Es iſt ein Kreis gegeben, deſſen Radius r iſt; wie groß 

muß man den Radius eines Kreiſes nehmen, deſſen Periphe⸗ 


m A 7% 2 
rie ae von der Peripherie jenes Kreiſes werden ſoll? oder 


wie groß den Radius, wenn der Inhalt — vom Inhalt des 


erſteren werden ſoll? 
m ; 
— 4 T — 0 


n 


32) Der Radius eines Kreiſes ſei 8“, der eines andern 5,6“, 
wie groß muß der Radius eines Kreiſes ſein, der gleich iſt 
der Summe oder der Differenz jener Kreiſe; und wie groß 
muß der Radius eines Kreiſes ſein, deſſen Peripherie gleich 
iſt der Summe oder der Differenz der Peripherieen jener 
Kreiſe? 

9,76“ %% 5,711... 13,6“. 2,4“, 

33) Der Radius eines Kreiſes ſei a, der eines anderen b, 
wie groß iſt der Radius eines Kreiſes, welcher gleich der 
Summe oder gleich der Differenz jener Kreiſe iſt? Wie 
groß iſt der Radius eines Kreiſes, deſſen Peripherie gleich 
der Summe oder der Differenz der Peripherieen jener 
Kreiſe iſt? 

a b, a b. 


34) Iſter der Radius, d der Durchmeſſer, p die Peripherie 
= ie der Inhalt eines Kreiſes, jo finden die Gleichungen 
att: 
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1) d=2r 
2) p = 2nır 
3) k = nr? 
Aus ihnen folgt 
d 
4) = 125 
5) p = ud 
60 k —d? = 0,7853981633....d’ 
r 5 
D)r= 2 03183098861 
1 
8) d eb = 0,3183098861 . 5 
a p? 
)k=— = 0,31831-7 
100 r 2 —k — Y0,31831-k 
10 4 aytx 
* 
12) p= Ak. 


Durch die drei erſten Formeln findet man den Durch- 
meſſer, die Peripherie und den Inhalt eines Kreiſes, wenn 
ſein Radius gegeben iſt. N 

Durch die Formeln 4) 5) 6) den Radius, die Peripherie 
und den Inhalt, wenn man den Durchmeſſer kennt. 

Durch die Formeln 7) 8) 9) erhält man den Radius, 
den Durchmeſſer und den Inhalt, wenn die Peripherie 
bekannt iſt. 

Durch die Formeln 10) 11) 12) den Radius, den Durch— 
meſſer und die Peripherie, wenn der Inhalt gegeben iſt. 
35) Der Radius eines Kreiſes ſei 5,2, wie groß iſt der 

Durchmeſſer, die Peripherie, der Inhalt? 
10,4. 32,672... 84,94. 
36) Der Durchmeſſer eines Kreiſes ſei 10, wie groß iſt der 
Radius, die Peripherie, der Inhalt? 
5. 31,4159... 78,539 
37) Es ſei die Peripherie eines Kreiſes 100, wie groß iſt 
der Radius, der Inhalt? 
15,9154... 795,77. 
Wolff's Geometrie. 1. Th. 7te Aufl. 10 
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38) Der Inhalt eines Kreiſes ſei 50, wie groß iſt der Ra⸗ 
dius, die Peripherie? ? 
3,98. 25,06 ---- 
39) Bezeichnet r den Radius, @ den Mittelpunktswinkel, b 
den zugehörigen Bogen, q den Inhalt des zugehörigen 
Kreisausſchnitts, jo finden die Gleichungen Statt: 


* 
1) b da 
—. 2 5 
29 Rap" 
Aus ihnen folgt 
br 
N 
% % . e e eee 
* ＋ T 
er 
r 
1 4 | 4 
0) a= — H. R 0,31831-F-R 
2 
Tr b 0,3188155 
N Cc 
Lal R 
S) a = b 0,8188310 
1 AR 
9) = 5 4 4 2] 0,31831-—-q 
10) b nl 
e a 
ihr = 555 
1.0 b? 
= — — = 0,31831.— 
12) 0 * 4 R 7 q R 


Die Formeln 1) und 2) liefern den Bogen und den 
Kreisausſchnitt, wenn der Radius und der Mittelpunfts- 
winkel gegeben ſind. a 

Die Formeln 3) und 4 liefern den Kreisausſchnitt und 
den Mittelpunktswinkel, wenn der Radius und der Bo- 
gen gegeben ſind. 
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Die Formeln 5) und 6) liefern den Bogen und den Mit- 
telpunktswinkel, wenn der Radius und der Kreisaus— 
ſchnitt gegeben ſind. 

Die Formeln 7) und 8) liefern den Radius und den 
Kreisausſchnitt, wenn der Bogen und der Mittelpunfts- 
winkel gegeben ſind. 

Die Formeln 9) und 10) den Radius und den Bogen, 
wenn der Kreisausſchnitt und der Mittelpunfts- 
winkel gegeben ſind. 

Die Formeln 11) und 12) den Radius und den Mittel⸗ 


punktswinkel, wenn der Bogen und der Kreis ausſchnitt 
gegeben ſind. 


40) Der Radius eines Kreiſes ſei 1, der Mittelpunktswinkel 
or, wie groß iſt der Bogen und der Inhalt des Kreis⸗ 
ausſchnitts? 

0,1745... 000872 


41) Der Radius eines Kreiſes ſei 1, der Bogen z, wie 
groß iſt der Kreisausſchnitt und der Mittelpunktswinkel? 
0,52359---- 2 R. 


42) Der Radius eines Kreiſes ſei 2, der Kreisausſchnitt 2, 
wie groß iſt der Bogen und der Mittelpunktswinkel? 
6,283... 2B. . 


43) Ein Bogen ſei zom, der Mittelpunktswinkel R, wie groß 
iſt der Radius und der Kreisausſchnitt? 
0,2. 0,0314. 


44) Ein Kreisausſchnitt ſei 20, der Mittelpunktswinkel z R, 
wie groß iſt der Radius und der Bogen? 
6,18. . 6,47 


45) Ein Bogen ſei 5, der Kreisausſchnitt 5, wie groß iſt der 
Radius und der Mittelpunktswinkel? 
2. 1,59. R. 
46) Der Mittelpunktswinkel ſei zR, der Radius r, wie ver⸗ 
W der Bogen zur Sehne? 
g. 


47) Wie groß iſt der Inhalt eines Ringes, wenn die Halb- 
meſſer ſeiner concentriſchen Kreiſe 60 und 40 ſind? 
6283, 1853. 


48) Wie groß iſt der Inhalt eines Ringes, wenn a und b 
die Halbmeſſer feiner concentriſchen Kreiſe find? 
(a b) (a- b). 


10 * 
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49) Wie groß iſt die Breite eines Ringes (d. h. die Diffe⸗ 
renz ſeiner Radien), wenn der Inhalt des Ringes a und 
der größere Radius b iſt? 


b— EN 
J pr 
50) ‚Der Inhalt eines Ringes ſei q, der größere Radius a, 
wie groß iſt der kleinere Radius? 


Ve. 
TE 


51) Der Inhalt eines Ringes ſei q, der kleinere Radius fei 
o, wie groß iſt der größere Radius? 


77 


52) Eine gerade Linie, welche näherungsweiſe gleich der Pe⸗ 
ripherie eines Kreiſes iſt, wird erhalten, wenn man das 
Dreifache des Durchmeſſers um den fünften Theil von der 
Sehne des Quadranten vermehrt. 

Iſt der Radius des Kreiſes gleich r, fo iſt die Peripherie 
des Kreiſes gleich 6,2831853. 1 
die in der angegebenen Weiſe conſtruirte Linie aber gleich 
6,2828427. r. 
Die Differenz beträgt daher nur 
0,0000342. r. 


Neuntes Kapitel. 


Conſtruetionen. 


§. 345. 

Conſtruiren heißt hier, Linien, Figuren u. ſ. w. zeichnen, 
ſo, daß ſie gegebenen Bedingungen entſprechen. Wir unter⸗ 
ſcheiden bei ſolchem Conſtruiren die theoretiſche Conſtruction, 
d. h. die Angabe, oder die Ermittelung des Verfahrens, 
und die praktiſche Conſtruction, d. h. das Zeichnen ſelbſt. 
Die theoretiſche Conſtruction iſt bedingt durch die Werkzeuge, 
deren man ſich beim Zeichnen bedienen darf. Wir ſetzen 
hier voraus, daß man ſich, abgeſehen von den gewöhnlichen 
Zeichen-Materialien, des Lineals bediene und des Zirkels. 
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Mehr oder weniger Hilfsmittel geſtatten oder erheiſchen ein 
anderes Verfahren. 


§. 346. Aufgabe. 

Es iſt Fig. 125 ein Dreieck EHL gegeben, man ſoll ein 
zweites Dreieck zeichnen, welches dieſem congruent iſt. 

Auflöſung. Man mache AB gleich EH, ſchlage von 
B aus mit der Zirkelöffnung HL einen Bogen, von A aus 
einen Bogen mit der Zirfelöffnung EL, und ziehe von dem 
Punkte D, in welchem dieſe Bogen ſich ſchneiden, gerade Li— 
nien nach B und nach A. Das Dreieck ABD iſt dem Dreieck 
EHL congruent, weil es die drei Seiten mit ihm gleich hat. 


§. 347. Aufgabe. 

Es iſt Fig. 125 eine Linie AB gegeben, in ihr ein Punkt 
A, man ſoll durch A eine Linie zeichnen, welche mit AB ei- 
nen gegebenen Winkel bildet. 

Auflöſung. Man nehme auf den Schenkeln des Win— 
kels @ die Punkte H und L beliebig, und zeichne über AB 
ein Dreieck, welches dem Dreieck EHL congruent iſt. 

Am einfachſten führt man dieſe Conſtruction aus, indem 
man mit einer beliebigen Zirkelöffnung die Schenkel des Win⸗ 
kels @ von E aus ſchneidet, etwa in 6 und F, mit derſelben 
Oeffnung von A aus einen Bogen Co ſchlägt, dieſen Bogen 
von O aus mit der Oeffnung FG ſchneidet, und durch den 
Durchſchnittspunkt C und durch A eine Linie zeichnet. 


§. 348. Aufgabe. 

Es iſt Fig. 126 eine Linie AB gegeben, außerhalb der⸗ 
ſelben ein Punkt C, man ſoll durch C eine Linie zeichnen, 
welche parallel iſt mit AB. 

Auflöſung. Aus dem beliebigen Punkt B der Linie 
AB ſchlage man mit der Zirkelöffnung BC den Bogen CA, 
mit derſelben Zirkelöffnung von C aus den Bogen BD, mache 
BD gleich AC, und ziehe CD, ſo iſt CD parallel mit AB. 
Denn wird die Linie BC gedacht, jo iſt ABC = 30D. 
Vergl. vorig. 8. 

Oder man ſchlage Fig. 127 von dem beliebigen Punkt 
N aus mit NC als Radius einen Bogen, welcher die Linie 
AB ſchneidet, mache ED gleich GC, und ziehe CD, jo iſt CD 
parallel mit AB. 


§. 349. Aufgabe. . 
Einen gegebenen Winkel e Fig. 128 in zwei gleiche 
Theile zu theilen. 
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Auflöfung Man ſchneide mit einer beliebigen Zirkel⸗ 
öffnung von A aus die Schenkel des Winkels, etwa in B 
und C, mit derſelben oder einer anderen beliebigen Oeffnung 
ſchlage man von B und C aus zwei Bogen, welche ſich in D 
oder in D' ſchneiden, und zeichne eine gerade Linie durch A 
und D, oder A und D'; dieſe halbirt den Winkel &. Aus 
der Congruenz der Dreiecke ABD und ACD, oder ABD’ und 
ACD', folgt die Richtigkeit der Conſtruction. 

§. 350. Aufgabe. 

Eine gegebene Linie AB Fig. 129 in zwei gleiche Theile 
zu theilen. 

Auflöſung. Mit einer beliebigen Zirkelöffnung ſchlage 
man von den Endpunkten A und B aus zwei Bogen, welche 
ſich ſchneiden, etwa in C, und halbire den Winkel ACB; die 
Halbirungslinie dieſes Winkels theilt die Linie AB in zwei 
gleiche Theile, nach §. 74. Um aber den Winkel zu halbiren, 
hat man nur nöthig, mit einer beliebigen Zirkelöffnung von 
A und B zwei Bogen zu ſchlagen, welche ſich ſchneiden, etwa 
in 6, und dann durch G und C eine Linie zu conſtruiren. 


§. 351. Aufgabe. 

Es iſt Fig. 130 eine gerade Linie AB gegeben, in ihr 
ein Punkt C, man ſoll in dem Punkt C eine Normale auf 
AB errichten. 

Auflöſung. Man theile den geſtreckten Winkel ACB 
in zwei gleiche Theile. 

Sollte in dem Endpunkte B der Linie AB eine Normale 
errichtet werden, und könnte man die Linie über B hinaus 
nicht verlängern, ſo conſtruire man in einem anderen Punkt 
der Linie AB eine Normale, und durch B eine Linie, welche 
parallel iſt mit der Normale. Oder man nehme beliebig in 
der Linie AB einen Punkt C an, ſchlage von B und C aus 
mit einer beliebigen Zirkelöffnung zwei Bogen, welche ſich 
ſchneiden, etwa in D, ziehe CD, mache DE gleich CD, und 
ziehe EB, ſo iſt EB normal auf AB; denn der Punkt B liegt 
in der Peripherie des Kreiſes, welcher CE zum Durchmeſſer 
hat, alſo ſteht der Winkel CBE auf einem Halbkreiſe und 
iſt ein rechter Winkel. 


§. 352... Aufgabe. 

Es iſt Fig. 129 eine gerade Linie AB gegeben und außer⸗ 
halb derſelben ein Punkt C, man ſoll von C aus eine Nor- 
male auf die Linie fällen. 

Auflöſung. Mit einer beliebigen Zirkelöffnung ſchneide 
man von C aus die Linie AB in zwei Punkten, etwa in D 
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und E, und halbire den Winkel DCE. Die Halbirungslinie 
iſt normal auf AB nach $. 74. 

Sollte man von einem Punkt E Fig. 130, der gegen das 
Ende einer Linie AB liegt, eine Normale auf die Linie fällen, 
und könnte AB über B hinaus nicht verlängert werden, ſo 
conſtruire man irgend eine Linie normal auf AB, und ziehe 
durch E eine Linie, welche mit der Normale parallel iſt. 
Oder man ziehe irgend eine Linie EC, welche AB ſchneidet, 
theile ſie in zwei gleiche Theile, und wenn D die Mitte von 
CE iſt, fo ſchneide man von D aus mit der Zirkelöffnung DE 
(oder DC) die Linie AB, welches in B geſchehen mag. EB 
iſt dann normal auf AB. 

§. 353. Aufgabe. 

Es find drei gerade Linien MN, PO, TV gegeben, man 
ſoll die vierte Proportionallinie zu ihnen conſtruiren, d. h. 
man ſoll eine Linie XX conſtruiren, ſo daß ſich verhält 

MN: PO = TV: XI. 

Auflöſung. Man zeichne einen beliebigen hohlen Win⸗ 
kel & Fig. 131, mache AB gleich MN, BC gleich PO, AD 
gleich TV, ziehe BD, und CE parallel mit BD, fo iſt DE die 
verlangte Linie XI; oder man nehme AB gleich MN, AC 
gleich PO, AD gleich TV, ziehe BD, und damit parallel CE, 
fo iſt AE die gefuchte Linie XI; oder man mache AB gleich 
MN, AD gleich PO, AC gleich TV, ziehe BD, und CE pa⸗ 
rallel mit BD, ſo iſt AE die geforderte Linie. U. ſ. w. 

§. 354. Aufgabe. 

Zu zweien gegebenen Linien MN und PQ die mittlere 
Proportionallinie zu zeichnen. 

Auflöſung. Auf einer geraden Linie Fig. 132 nehme 
man AB gleich MN, BC gleich PO, beſchreibe über AC einen 
Halbkreis, und errichte in B die Normale AD. Sie iſt die 
verlangte Linie, denn es verhält ſich 

Az: BD = BD:BC 

d. h. MN: BD = BD: PO. 
Oder man nehme Fig. 133 A0 gleich PO, AB gleich MN, 
beſchreibe über der größeren Linie A0 einen Halbkreis, und 
conſtruire die Sehne, deren Projection die kleinere Linie AB 
iſt. Macht man BD normal auf AC, fo iſt AD dieſe Sehne 
und die verlangte Linie, denn es verhält ſich 

AB: ADñ¹ = AD: AC 

Det MN:AD = AD: PO. 

§. 355. Aufgaben. 

1) Eine gegebene gerade Linie PO, Fig. 134 inen gleiche 
Theile zu theilen. 
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Auflöſung. Man ziehe von dem einen Endpunkt P 
eine Linie PD, welche mit PO einen beliebigen hohlen Winkel 
bildet, auf die Linie PD trage man von P aus nmal ein be⸗ 
liebiges Stück PC, ziehe von dem letzten Theilpunkt, welcher 
D ſein mag, eine Linie nach dem anderen Endpunkt O, und 
aus jedem der übrigen Theilpunkte eine Linie parallel mit 
DO; dieſe Parallelen theilen nach §. 134 die Linie PO in 
n gleiche Theile. 

2) Eine gegebene gerade Linie PQ in n Theile zu theilen, 
die ſich verhalten wie gegebene ganze Zahlen a, b, o, d 

Auflöſung. Von dem einen Endpunkt P aus, Fig. 134, 
ziehe man eine Linie PD, welche mit PQ einen beliebigen 
hohlen Winkel bildet, auf PD trage man von P aus (a+b 
Ted.) mal ein beliebiges Stück PC, von dem letzten 
Theilpunkt D ziehe man eine Linie nach O, und vom aten, 
(a+b)ten, (a+b+eo)ten u. ſ. w. Theilpunkt eine Linie pa⸗ 
rallel mit DO; die parallelen Linien theilen PO in der ver⸗ 
langten Weiſe. Dies fällt in die Augen, wenn man aus 
allen Theilpunkten Linien parallel mit D0 denkt. 


§. 356. Aufgabe. 

Zu dreien in gerader Linie befindlichen Punkten den vier⸗ 
ten harmoniſchen Punkt zu conſtruiren. 

Auflöſung. Sind Fig. 64 die Punkte A, B und 1 
gegeben, und ſollen A und B als zugeordnete Punkte gelten, 
ſo ziehe man gleichgerichtet, aber ſonſt beliebig, von A und B 
aus die Parallelen A0“ und BC, ſchneide fie mittelſt einer 
beliebigen durch Y gelegten Linie 10, verlängere die eine AC’ 
über A hinaus, mache die Verlängerung AC“ gleich A0“, 
und ziehe CC“, und es iſt der Durchſchnittspunkt X zwiſchen 
CC“ und AB der verlangte Punkt. — Sind A, B und X 
gegeben, und A und B als zugeordnete Punkte, jo ziehe man 
entgegengeſetzt gerichtet, ſonſt beliebig, die Parallelen AC“ 
und BC, ſchneide ſie mittelſt einer durch X gelegten Linie 
XC, verlängere A0“, mache A0 gleich A0“, und ziehe C'C; 
die letzte Linie ſchneidet AB in dem verlangten Punkt J. 

§. 357. Aufgabe. 

Ein Dreieck zu zeichnen, zu welchem zwei Seiten und 
der Winkel gegeben ſind, welchen ſie bilden. 

Auflöſung. Man mache die Schenkel des Winkels 
gleich den gegebenen Seiten, und ziehe die dritte Seite. 

§. 358. Aufgabe. 

Ein Dreieck zu zeichnen, zu welchem eine Seite und zwei 

Winkel gegeben ſind. 
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Auflöſung. Sollen die beiden Winkel an der gege⸗ 
benen Seite liegen, ſo trage man ſie daran, und verlängere 
die anderen Schenkel bis ſie ſich ſchneiden. 

Soll der eine Winkel c an der Seite AB liegen, der 
andere A ihr gegenüber, fo trage man Fig. 135 an AB den 
Winkel , nehme C in 40 beliebig, mache den Winkel ACD 
gleich A, und conſtruire BE parallel mit CD. ABE iſt das 
verlangte Dreieck. 

Die Summe der Winkel a nnd A muß kleiner fein, als 
ein geſtreckter Winkel. 


§. 359. Aufgabe. 

Ein Dreieck zu zeichnen, zu welchem die drei Seiten 
gegeben ſind. - 

Auflöfung Aus den Endpunkten der einen Seite be- 
ſchreibe man mit den anderen Seiten als Radien Bogen, 
und ziehe nach deren Durchſchnittspunkt Linien von den End⸗ 
punkten der erſten Seite. 

Die drei Seiten müſſen dergeſtalt gegeben ſein, daß die 
Summe je zweier größer iſt als die dritte, weil ſonſt die 
Bogen ſich nicht ſchneiden. 

§. 360. Aufgabe. 

Ein Dreieck zu zeichnen, zu welchem zwei Seiten gege— 
ben ſind und der Winkel, welcher der größeren von dieſen 
Seiten gegenüberliegt. 

Auflöſung. An die kleinere Seite AB Fig. 136 trage 
man den gegebenen Winkel a, beſchreibe von B aus mit der 
größeren Seite als Radius einen Bogen, der in C den Schen- 
kel AC ſchneiden mag und ziehe BC, fo iſt ABC das wer- 
langte Dreieck. 

Iſt der gegebene Winkel ein rechter, ſo beſchreibe man 
lieber über der größeren Seite einen Halbkreis, trage von 
ihrem einen Endpunkt die kleinere Seite als Sehne ein, und 
ziehe die dritte Seite des Dreiecks. 


§. 361. 

Sollte ein Dreieck gezeichnet werden, zu welchem zwei 
Seiten gegeben ſind und der Winkel, welcher der kleineren 
gegenüberliegt, ſo trage man Fig. 137 an die größere Seite 
AB den Winkel a, beſchreibe mit der kleineren als Radius 
von B aus einen Bogen, welcher in den beiden Punkten C 
und C' den Schenkel A0 ſchneiden kann, und jedes der Dreiecke 
ABC und ABC’ hat die gegebenen Seiten, und den gegebe— 
nen Winkel der kleineren Seite gegenüberliegend. 
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§. 362, 

Sind necke, welche dieſelben Linien und Winkel, in ver- 
ſelben Lage zu einander, enthalten, congruent, ſo ſagt man, 
jene Linien und Winkel, in jener Lage zu einander, beſtimmen 
das neck, und nennt ſie beſtimmende Stücke deſſelben. 

Sollen alſo gegebene Linien und Winkel, in einer gege- 
benen Lage zu einander, beſtimmende Stücke eines necks ſein, 
ſo muß ſich 

1) überhaupt aus ihnen ein neck conſtruiren laſſen, und 
2) müſſen alle necke congruent ſein, welche jene Stücke 
in der gegebenen Lage zu einander enthalten. 

Dieſelben Linien und Winkel können in einer Lage be⸗ 
ſtimmende Stücke eines necks ſein, in einer anderen nicht. 

Beſtimmende Stücke eines Dreiecks ſind z. B. zwei Sei⸗ 
ten und der von ihnen gebildete Winkel; eine Seite und zwei 
Winkel, deren Lage gegen jene Seite gegeben, und deren 
Summe kleiner als 2R iſt; die drei Seiten, wenn die Summe 
je zweier größer iſt als die dritte; zwei Seiten und ein Win⸗ 
kel, welcher der größeren Seite gegenüberliegt. 

Die Lage zweier Punkte zu einander beſtimmt ſich durch 
die gerade Linie, welche die Punkte verbindet. Die Lage 
eines dritten Punktes gegen die beiden erſten kann beſtimmt 
werden durch die gerade Linie, welche von dem dritten Punkte 
nach einem der erſten Punkte geht, und durch den Winkel, 
welchen dieſe Linie mit der erſten Linie bildet; oder durch 
die beiden Linien, welche von dem dritten Punkte nach den 
beiden erſten Punkten gehen; oder durch die Winkel, welche 
dieſe Linien mit der erſten Linie bilden, u. ſ. w., überhaupt 
durch zwei Stücke. Um die Lage eines vierten Punktes 
gegen die drei erwähnten Punkte zu beſtimmen, ſind eben ſo 
zwei Stücke erforderlich; u. ſ. w. Die Lage von n Punkten 
zu einander, welche in einer Ebene liegen, zu beſtimmen, be⸗ 
darf es demnach 1 (n — 2) 2, d. i. 2n—3 Stücke. — Und 
deshalb müſſen auch, um ein neck zu beſtimmen, von dem⸗ 
ſelben 2n — 3 Stücke, nämlich Linien (Seiten, Diagonalen) 
und Winkel, welche dieſe Linien bilden, gegeben werden. 

Nicht durch jede 2n— 3 Stücke iſt ein neck beſtimmt. 
Im Allgemeinen beurtheilt man leicht während der Conſtruc⸗ 
tion ſelbſt, ob mit gegebenen Stücken 

1) ein neck überhaupt conſtruirt werden könne, und welche 
Bedingungen die Stücke erfüllen müſſen, damit die 
Conſtruction möglich ſei, 

2) ob die gegebenen Stücke beſtimmende ſeien, d. h. ob 
alle necke congruent ſein werden, die ſie enthalten. 
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Laſſen ſich verſchiedene necke zeichnen, von denen jedes 
gegebene Stücke in derſelben Lage zu einander enthält, ſo 
kann dies daran liegen, daß die feſtgeſetzte Lage der Stücke 
mehrere necke zuläßt, auch daran, daß zu wenig Stücke ge- 
geben ſind. Läßt ſich gar kein neck zeichnen, welches gegebene 
Stücke in einer feſtgeſetzten Lage zu einander hat, ſo kann 
dies daran liegen, daß aus ihnen überhaupt kein neck gebildet 
werden kann, auch daran, daß die Anzahl der gegebenen 
Stücke zu groß iſt. Laſſen ſich verſchiedene necke aus gege⸗ 
benen Stücken conſtruiren, fo ſagt man, das neck ſei unbe⸗ 
ſtimmt, iſt die Anzahl der gegebenen Stücke zu groß, ſo 
ſagt man, das neck ſei über beſtimmt. 

Ein Dreieck iſt z. B. unbeſtimmt, wenn zwei Seiten 
und der der kleineren gegenüberſtehende Winkel, oder wenn 
bloß zwei Seiten gegeben ſind; es iſt dagegen überbeſtimmt, 
wenn drei Seiten und ein Winkel gegeben ſind, und der Win⸗ 
kel nicht von ſelbſt in dem Dreieck ſich findet, welches man 
aus den Seiten zeichnen kann. 

Ob ein neck durch gegebene Stücke unbeſtimmt oder über⸗ 
beſtimmt ſei, erkennt man im Allgemeinen leicht bei der Con⸗ 
ſtruction ſelbſt. 


§. 363. Aufgabe. 

Ein Viereck zu zeichnen, zu welchem die vier Seiten und 
ein Winkel gegeben ſind. 

Auflöſung. Man nehme Fig. 138 AB und AC auf 
den Schenkeln des gegebenen Winkels ee gleich den Seiten, 
welche dieſen Winkel bilden ſollen, beſchreibe mit der Seite, 
welche an A0 ſtoßen ſoll, von C aus einen Bogen, und mit 
der vierten Seite von B aus. Schneiden ſich dieſe Bogen 
zweimal, in D und D', und liegt der eine Durchſchnittspunkt 
D innerhalb des Dreiecks ABC, fo enthält jedes der Vierecke 
ABCD und ABCD“ die gegebenen Stücke, und die Aufgabe 
iſt unbeſtimmt. Schneiden ſich die Bogen zweimal, in E 
und E“, und liegt der eine Durchſchnittspunkt innerhalb der 
Winkelebene ACP, oder innerhalb der Winkelebene ABQ, wie 
E, fo erhält man nur ein Viereck BACE’, und die Aufgabe 
iſt beſtimmt. Der Durchſchnittspunkt E iſt nicht brauchbar, 
weil die Linien AB und CE ſich ſchneiden, alſo mit AC und 
BE kein Viereck im gewöhnlichen Sinn abgeben. Berühren 
ſich die Bogen, etwa in N, ſo erhält man kein Viereck, es 
ſei denn, daß man, im Fall N ſich in der Winkelebene von 
& befindet, das Dreieck ABC als ein Viereck anſehen wollte, 
deſſen vierte Ecke N ift, und das an dieſer einen geſtreckten 
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Winkel hat. Haben die Bogen keinen Punkt gemeinſchaftlich, 
ſo erhält man kein Viereck. 
§. 364. Aufgabe. 

Ein Viereck zu conſtruiren, zu welchem drei Seiten und 
zwei Winkel gegeben ſind. 

Auflöſung. Die Aufgabe bietet verſchiedene Fälle dar. 

Die Winkel ſollen von den gegebenen Seiten gebildet 
werden. — Man ſetze dieſe unter den gegebenen Winkeln zu⸗ 
ſammen, und ziehe die vierte Seite. 

2) Die Winkel ſollen an der einen von den gegebenen 
Seiten liegen, welche mit der nicht gegebenen Seite zuſam⸗ 
menſtoßen. — Man lege Fig. 139 an dieſe gegebene Seite 
BC die gegebenen Winkel @ und 5, nehme BA gleich der 
zweiten gegebenen Seite, und beſchreibe von A aus mit der 
dritten einen Bogen. Schneidet dieſer Bogen den Schenkel 
CD in den Punkten D und D', und liegen beide Punkte auf 
dem Schenkel des Winkels a, jo iſt jedes der Vierecke ABCD 
und ABCD’ das verlangte, und die Aufgabe iſt unbeſtimmt; 
liegt aber der eine von dieſen Punkten auf dem Schenkel, 
der andere auf der Verlängerung CO deſſelben, fo erhält 
man nur ein Viereck, und die Aufgabe iſt beſtimmt. Be⸗ 
rührt der Bogen den Schenkel des Winkels a, ſo ergiebt 
ſich ein beſtimmtes Viereck; erreicht er den Schenkel nicht, 
ſo läßt ſich kein Viereck bilden. U. ſ. w. 

3) Die Winkel ſollen ſich an der nicht gegebenen Seite 
befinden. — Man lege an eine beliebige Linie BE die bei⸗ 
den Winkel a und 6, Fig. 140, nehme BA gleich der einen 
gegebenen Seite, EF gleich der zweiten, ziehe FD parallel EB, 
und ſchlage mit der dritten Seite von A aus einen Bogen: 
ſchneidet dieſer die Linie FD in den Punkten D und D“, fo 
ziehe man DC und D'C' parallel mit EF, und jedes der 
Vierecke ABCD und ABC'PD' iſt das verlangte, wenn nämlich 
die Punkte D und D' innerhalb der Winkelebene von fal⸗ 
len; fällt aber D' außerhalb derſelben, ſo giebt es nur das 
Viereck ABCD. U. ſ. w. 

Man thut wohl daran, hier und überall in der Folge 
ſämmtliche Fälle aufzuſuchen, welche in Beziehung auf Be⸗ 
ſtimmtheit, Unbeſtimmtheit und Möglichkeit Statt finden. 

4) Soll endlich einer der Winkel von jenen gegebenen 
Seiten gebildet ſein, der andere ihm gegenüberliegen, ſo nehme 
man Fig. 141 auf den Schenkeln des erſteren Winkels & AB 
und AD gleich den Seiten, die ihn bilden ſollen, ziehe BD, 
und conſtruire aus BD, der dritten gegebenen Seite und dem 
anderen Winkel A das Dreieck BCD. 
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$. 365. Aufgabe. 

Ein Viereck zu conſtruiren, zu welchem zwei Seiten und 
drei Winkel gegeben ſind. 

Auflöſung. Sollen die beiden gegebenen Seiten zu⸗ 
ſammenſtoßen, ſo ſetze man ſie unter dem gehörigen Winkel 
an einander (es iſt auch der vierte Winkel bekannt), trage 
an die nicht zuſammenſtoßenden Enden die Winkel, welche an 
ihnen liegen ſollen, und verlängere die zuletzt erhaltenen Linien 
bis zu ihrem Durchſchnitte. 

Sollen die beiden gegebenen Seiten einander gegenüber⸗ 
liegen, ſo trage man Fig. 142 an die eine AB die Winkel a 
und 5, an den beliebigen Punkt E den dritten Winkel 7, 
mache EF gleich der zweiten gegebenen Seite, ziehe FD paral⸗ 
lel mit EB, und DC parallel mit FE, fo iſt ABCD das ver⸗ 
langte Viereck. 


§. 366. Aufgabe. 

Einen Kreis zu conſtruiren, deſſen Peripherie durch drei 
gegebene Punkte geht, welche nicht in einer geraden Linie liegen. 

Auflöſung. Man ziehe von dem einen dieſer Punkte 
nach jedem der beiden anderen eine gerade Linie, und er⸗ 
richte in der Mitte einer jeden dieſer Linien eine Normale. 
Der Durchſchnittspunkt beider Normalen iſt der Mittelpunkt, 
und ſein Abſtand von einem der gegebenen Punkte der Ra⸗ 
dius des verlangten Kreiſes. 


§. 367. Aufgabe. 

Einen Kreis zu conſtruiren, welcher eine gerade Linie in 
einem gegebenen Punkte A berührt, und deſſen Peripherie einen 
anderen gegebenen Punkt B in ſich aufnimmt. 

Auflöſung. Man errichte auf der gegebenen Linie in 
A eine Normale, ziehe die Linie AB, und errichte in deren 
Mitte auch eine Normale. Der Durchſchnittspunkt beider 
Normalen iſt der Mittelpunkt, und ſein Abſtand von A oder 
von B der Radius des verlangten Kreiſes. 


§. 368. Aufgabe. 

Den Mittelpunkt eines gegebenen Kreiſes zu beſtimmen. 

Auflöſung. Man ziehe eine Sehne, und errichte in 
deren Mitte eine Normale; der Theil derſelben, welcher in- 
nerhalb des Kreiſes liegt, iſt ein Durchmeſſer, und ſeine Mitte 
der Mittelpunkt. 

Oder man ziehe zwei nicht parallele Sehnen, und errichte 
auf der Mitte einer jeden eine Normale. Der Durchſchnitts⸗ 
punkt dieſer Normalen iſt der Mittelpunkt. 
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§. 369. Aufgabe. 

In der Peripherie eines Kreiſes iſt ein Punkt gegeben, 
man ſoll für dieſen Punkt eine Tangente des Kreiſes con⸗ 
ſtruiren. 

Auflöſung. Man ziehe nach dem gegebenen Punkt 
den Radius, und errichte auf dieſem in jenem Punkt eine 
Normale. Sie iſt die Tangente. 

Sollte man aber Fig. 143 in dem Punkt A eine Tan⸗ 
gente conſtruiren, und könnte man zu dem Mittelpunkt des 
Kreiſes nicht gelangen, jo ziehe man eine Sehne AB, zeichne 
über derſelben einen Peripheriewinkel &, und mache den Win⸗ 
kel BAC gleich a, fo iſt A0 die verlangte Tangente. Oder 
man nehme AD gleich AB, ziehe die Sehne BD, und AC 
parallel mit ihr. 


§. 370. Aufgabe. 

Es iſt ein Kreis gegeben und außerhalb deſſelben ein 
Punkt A, man ſoll von dieſem Punkt aus eine Tangente für 
den Kreis conſtruiren. 

Auflöſung. Man verbinde Fig. 144 den Punkt A 
mit dem Mittelpunkt M des gegebenen Kreiſes, beſchreibe über 
AM als Durchmeſſer einen Kreis, und ziehe von A aus die 
Linien AB und AB’ nach den Durchſchnittspunkten der Pe⸗ 
ripherieen. Dieſe Linien ſind Tangenten. Denn denkt man 
die Radien MB und MB’, fo find die Winkel MBA und MB’A 
rechte Winkel. 

Kann man zu dem Mittelpunkt des Kreiſes nicht gelan⸗ 
gen, jo ziehe man Fig. 145 von A aus eine Secante AD, 
beſchreibe über AD einen Halbkreis, errichte die Normale CE, 
beſchreibe von A aus mit AE als Radius einen Bogen, wel⸗ 
cher den Kreis in den Punkten B und B’ ſchneidet, und ziehe 
die Linien AB und AB’, Jede dieſer Linien iſt eine Tan⸗ 
gente für den gegebenen Kreis. Denn wird die Linie AE ge- 

dacht, ſo verhält ſich 
a AC: AE = AE: AD 


und da AB ſowohl als AB’ gleich AE iſt, fo verhält ſich auch 
AC: AB un 0 


und AC: AB! S AB: AD 
und daraus folgt nach §. 278, daß AB und AB’ Tangen⸗ 
ten ſind. g 


8. S. 371. Aufgabe. 
f Es iſt ein Kreis gegeben und eine gerade Linie, man ſoll 
eine Tangente für den Kreis conſtruiren, welche mit dieſer 
Linie parallel iſt. 
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Auflöſung. Man fälle von dem Mittelpunkt des Krei⸗ 
ſes eine Normale auf die gegebene Linie, und in den Punk⸗ 
ten, in welchen dieſe Normale die Peripherie des Kreiſes 
ſchneidet, conjtruire man Tangenten für den Kreis. Sie 
werden der gegebenen Linie parallel. 

Kann man zu dem Mittelpunkt des Kreiſes nicht gelan⸗ 
gen, ſo ziehe man eine Sehne parallel mit der gegebenen 
Linie, errichte auf der Mitte der Sehne eine Normale und 
conſtruire in dem Punkte, in welchem die Normale die Pe⸗ 
ripherie ſchneidet, eine Tangente. 

§. 372. Aufgabe. 

Es iſt ein Kreis gegeben und eine gerade Linie, man 
ſoll für den Kreis eine Tangente conſtruiren, welche mit der 
gegebenen Linie einen gegebenen Winkel bildet. 

Auflöſung. Man ziehe durch einen beliebigen Punkt 
der gegebenen Linie eine zweite Linie, welche mit ihr den 
gegebenen Winkel bildet, und conſtruire nach dem vorigen 
Paragraph für den Kreis eine Tangente, welche mit der 
zweiten Linie parallel iſt. 

§. 373. Aufgabe. 

Einen Kreis zu conſtruiren, welcher drei gegebene ſich 
ſchneidende Linien berührt. 

Auflöſung. Man halbire zwei der Winkel, welche die 
Linien bilden, die aber nicht an demſelben Durchſchnittspunkte 
ſich befinden; der Punkt, in welchem die Halbirungslinien ſich 
ſchneiden, iſt Mittelpunkt, und ſein normaler Abſtand von 
einer der gegebenen Linien Radius eines der vier Kreiſe, 
welche der Aufgabe EN, 85 ö 


Und ſollte ein Kreis conſtruirt werden, der zwei paral- 
lele Linien und noch eine dritte Linie berührt, welche die pa⸗ 
rallelen Linien ſchneidet, ſo halbire man ein Paar innere 
oder äußere Winkel; der Durchſchnittspunkt der Halbirungs⸗ 
linien iſt der Mittelpunkt eines der zwei hier möglichen Kreiſe. 

f §. 375. Aufgabe. 

Es iſt ein reguläres neck gegeben, man ſoll den Kreis 
10 welcher um daſſelbe liegt, und den, welcher in 
ihm liegt. 

Auflöſung. Man errichte auf der Mitte zweier nicht 
parallelen Seiten Normalen, oder man halbire zwei Winkel, 
die nicht gegenüberliegen, wenn n eine gerade Zahl iſt; der 
Punkt, in welchem die Normalen, oder die Halbirungslinien 
ſich ſchneiden, iſt der Mittelpunkt eines jeden der Kreiſe, die 
Entfernung dieſes Punktes von einer Ecke iſt der Radius des 


www.rcin.org.pl 


160 Neuntes Kapitel. §. 376. 377. 


Kreiſes, welcher um das neck liegt, und der normale Abſtand 
des Punktes von einer Seite der Radius des anderen Kreiſes. 
§. 376. Aufgabe. 

Es iſt ein Kreis gegeben, man ſoll ein reguläres Sechseck, 
Dreieck, Zwölfeck, Vierundzwanzigeck u., ein reguläres Viereck, 
Achteck, Sechzehneck, u. conſtruiren, welches in dieſem Kreiſe liegt. 

Auflöſung. Die Seite des regulären Sechsecks iſt der 
Radius. Die Eckpunkte des regulären Dreiecks ſind der erſte, 
dritte und fünfte Eckpunkt des regulären Sechsecks, irgend 
einen als den erſten angenommen. Der Mittelpunktswinkel 
des regulären Zwölfecks iſt die Hälfte vom Mittelpunktswinkel 
des regulären Sechsecks u. ſ. ſ 

Die Eckpunkte des regulären Vierecks ſind die Punkte, 
in denen zwei auf einander normal ſtehende Durchmeſſer die 
Peripherie treffen. Der Mittelpunktswinkel des regulären 
Achtecks iſt die Hälfte vom Mittelpunktswinkel des regulären 
Vierecks u. ſ. w. 


377. 

1) Iſt Fig. 146 das Dreieck ABC bei A rechtwinklig, 
iſt die Kathete AC die Hälfte von der Kathete AB, und CD 
gleich AC, ſo u 55 

BD = BD:AB—BD. 

Man denke 25 CA als Radius einen Kreis conſtruirt, 
deſſen Mittelpunkt C iſt. Die Linie AB wird Tangente für 
dieſen Kreis, und es 18 ſich 7 8 248 

AB = AB: B 
deshalb 
AB: BE AB = BD: AB - BD 
oder da DE gleich an iſt 
B: BD = BD: AB BO. 
2) Iſt eine eine, KB gegeben, und ſoll man eine Linie 
x conſtruiren, ſo daß ja verhält 
:x=x:AB—x 
jo wird man daher 80 146 ein rechtwinkliges Dreieck con⸗ 
ſtruiren, deſſen eine Kathete AB, deſſen andere AC aber die 
Hälfte von AB iſt, und von der Hypotenuſe die andere Ka⸗ 
thete AC abſchneiden. In dem Stück BD der Hypotenuſe 
erhält man die verlangte Linie x. 
3) Wird eine Linie x conſtruirt, 0 daß ſich verhält 
AB: x = Xx: AB— 
ſo ſagt man, die Linie AB werde aach dem äußeren und 
mittleren Verhältniß, oder in ſtetiger Proportion 
See Man nennt dieſe Conſtruction auch den goldenen 
chnitt. 
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4) Sind Fig. 147 die Seiten AB und 40 des Dreiecks 

ABC einander gleich, und verhält ſich 
AB: BCG = BC: AB BO 

fo iſt der Winkel æ das Doppelte des Winkels 5. 

Man nehme AD gleich BC, fo iſt CD gleich AC - BC 
oder gleich AB — BC, und es verhält ſich 

AB: BC = BC: CD. N 

Die Dreiecke ABC und BCD, welche den Winkel à gleich haben, 
find daher ähnlich. Daraus folgt, daß der Winkel CBD 
gleich 5, und daß BD gleich BC iſt, alſo auch gleich AD. 
Deshalb iſt der Winkel DBA gleich A, mithin & gleich 22. 

Die Summe aller Winkel dieſes Dreiecks läßt ſich, da 
a gleich 25 iſt, durch 55 ausdrücken. Und aus 

5 — 


. 
ergiebt ſich 


2 6 R 

alſo a = R. 
5) ft Fig. 147 

* 25 


ſo verhält ſich 
AB: BC = BBC: AB - BC. 
Die Linie BD theile den Winkel ABC in zwei gleiche Theile. 
Der Winkel ABD iſt dann gleich A, und der Winkel BDC 
gleich 25, d. h. gleich 4 Deshalb iſt 


D = BD = BC 
alſo CD AC — AD 
= AC - BC 
= AB — BC. 
Und weil der Winkel ABC halbirt iſt, verhält ſich 
AB: BC = AD: CD 
oder AB: BC = BC: AB - BC. 


8. 378. Aufgabe. 
In einem gegebenen Kreiſe ein reguläres Zehneck, Fünfeck, 
Zwanzigeck, Vierzigeck u. ſ. w. zu conſtruiren. 

Auflöſung. Man denke nach den Endpunkten einer Seite 
des regulären Zehnecks Radien gezogen. Dadurch entſteht ein 
Dreieck. Nach §. 260 iſt der Winkel deſſelben, welcher am 
Mittelpunkt liegt, zR, jeder der beiden anderen Winkel ZR. 
Wegen des vorigen Paragraphen findet alſo, wenn r den Ra⸗ 
dius, 2 die Seite des Zehnecks in dieſem Kreiſe bezeichnet, die 
Proportion Statt 

2 2 2:r—2. 
Um daher die Seite des regulären Zehnecks zu erhalten, 


nehme man Fig. 148 die beiden Radien MA und MF nor⸗ 
Wolff e Geometrie. 1. Th. Tre Aufl. 11 
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mal auf einander, mache MD gleich dem halben Radius, und 
DB gleich DM, fo iſt AB die Seite des regulären Zehnecks, 
welches in dieſem Kreiſe liegt. 

Um die Seite des regulären Fünfecks zu erhalten, mache 
man DC gleich DA, jo iſt auch MC die Seite des regulären 
Zehnecks, alſo (wegen Paragraph 262) A0 die Seite des regu⸗ 
lären Fünfecks in dieſem Kreiſe. 

Der Mittelpunktswinkel des regulären Zwanzigecks iſt die 
Hälfte vom Mittelpunktswinkel des regulären Zehnecks u. ſ. w. 
§. 379. Aufgabe. 

In einem Kreiſe ein reguläres Funfzehneck, Dreißigeck 
u. ſ. w. zu conſtruiren. 

Auflöſung. Der Mittelpunktswinkel des regulären Funf⸗ 
zehnecks iſt gleich R. Dies iſt die Differenz zwiſchen dem 
Mittelpunktswinkel des regulären Sechsecks gleich zR, und dem 
des regulären Zehnecks gleich ZR. Iſt daher Fig. 148 PO die 
Seite des regulären Sechsecks, und PV die Seite des regulären 
Zehnecks, fo iſt YO die Seite des regulären Funfzehnecks. 

Der Mittelpunktswinkel des regulären Dreißigecks iſt die 
Hälfte vom Mittelpunktswinkel des regulären Funfzehnecks u. ſ. w. 


§. 380. 

Für die meiſten der hier nicht erwähnten regulären Viel⸗ 
ecke hat man bis jetzt keine Conſtruction gefunden; für manche 
hat man ſie entdeckt, doch iſt ſie zu weitläufig um angewendet 
zu werden. N 

Soll man in einem gegebenen Kreiſe ein hier nicht er⸗ 
wähntes reguläres Vieleck zeichnen, ſo muß man die Seite 
deſſelben verſuchsweiſe beſtimmen. 


§. 381. Aufgabe. 
Es iſt eine gerade Linie gegeben, man ſoll ein reguläres 
neck conſtruiren, welches dieſe Linie zur Seite hat. 
Auflöſung. Es ſei Fig. 147 BC die gegebene Seite. 
Man mache jeden der Winkel ABC und ACB gleich TR; 
n 
alsdann iſt A der Mittelpunkt, und AB und AC find Radien 
des Kreiſes, in welchem das verlangte neck liegt. Jener Win⸗ 
kel kann erhalten werden, indem man zunächſt in einem belie⸗ 
bigen Kreiſe ein reguläres neck herſtellt. 
8. 382. Aufgabe. 
Um einen gegebenen Kreis ein reguläres neck zu zeichnen 
Auflöſung. Es ſei Fig. 149 M der Mittelpunkt des 
gegebenen Kreiſes. Man conſtruire zuerſt die Seite CD des 
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regulären necks, welches in dem gegebenen Kreiſe liegt, ziehe 
MO normal auf CD, und conſtruire für den Punkt Q die Tan⸗ 
gente AB. Sie iſt die Seite des verlangten regulären necks. 
Um es vollſtändig zu erhalten, beſchreibe man mit MB als Ra⸗ 
dius einen Kreis, der mit dem gegebenen concentriſch iſt, und 
trage in ihm AB herum. 


§. 383. Aufgabe. 

Ein gegebenes Dreieck ABC in ein gleichſchenkliges zu 
verwandeln, d. h. ein gleichſchenkliges Dreieck zu conſtruiren, 
welches dem gegebenen gleich iſt. 

Auflöſung. Man ziehe Fig. 150 CD parallel mit AB, 
errichte in der Mitte N von AB die Normale ND, und ziehe 
AD und BD. Das Dreieck ADB iſt das verlangte, wegen der 
Paragraphen 74 und 113. 


8. 384. Aufgabe. 
Ein Dreieck ABC in ein anderes zu verwandeln, das einen 
gegebenen Winkel hat. 
Auflöſung. Man ziehe Fig. 150 CD parallel mit AB, 
mache den Winkel BAD gleich dem gegebenen Winkel, und das 
Dreieck BAD iſt das verlangte. 


§. 385. Aufgabe. 

Ein Dreieck ABC in ein anderes zu verwandeln, das eine 
gegebene Seite hat. 

Auflöſung. Man ziehe Fig. 150 CD parallel mit AB, 
mache durch einen Zirkelſchlag AD gleich der gegebenen Seite, 
und ABD iſt des verlangte Dreieck. 

Erreicht man mit dem Zirkelſchlage die Linie CD Fig. 150 
nicht, oder wäre die Bedingung gegeben, daß der Winkel CAB 
ſich nicht ändern darf, fo nehme man Fig. 151 AD gleich der 
er Seite, ziehe BD, CE parallel mit DB, und ADE iſt 

as verlangte Dreieck. — Die Dreiecke ADE und ABC find 
einander gleich, weil fie das Dreieck ABD gemeinſchaftlich ha⸗ 
ben, und die Dreiecke BDE und BDC gleich find. 

Und ſollte man Fig. 151 dem Dreieck ADE ſtatt AD die 
größere Seite AC geben, ohne den Winkel DAE zu ändern, fo 
ziehe man CE, DB parallel mit CE, und ABC ift das ver⸗ 


langte Dreieck. 
8.386. Aufgabe. 
Ein gegebenes Dreieck ABC in ein anderes zu verwan⸗ 
deln, welches eine gegebene Höhe hat. 
Auflöſung. Man zeichne Fig. 152 BN normal auf AB, 
und gleich der gegebenen Höhe, ziehe ND parallel mit AB, 
i 11 * 


* 
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verlängere A0 bis D, und gebe dem Dreieck ABC ſtatt AC 
die Seite AD, ohne den Winkel bei A zu ändern. 

Sollte das Dreieck ADE die kleinere Höhe 40 erhalten, 
fo ziehe man 00 parallel mit AE, und gebe dem Dreieck ADE 
ſtatt AD die Seite A0, ohne den Winkel bei A zu ändern. 


8.387. Aufgabe. 
Ein Parallelogramm AB 0D in ein anderes zu verwan⸗ 
deln, welches einen gegebenen Winkel hat. 
Auflöſung. Man mache Fig. 153 den Winkel ABE 
gleich dem gegebenen, ziehe AE parallel mit BF, und ABFE 
iſt das verlangte Parallelogramm. 


8.388. Aufgabe. 

Ein Parallelogramm ABCD in ein anderes zu verwan⸗ 
deln, welches eine gegebene Seite hat. 

Auflöſung. Man mache Fig. 153 durch einen Zirkel⸗ 
ſchlag AE gleich der gegebenen Seite, ziehe BF parallel mit 
AE, und ABFE iſt das verlangte Parallelogramm. r 

Iſt in dieſer Weiſe die Conſtruction nicht ausführbar, oder 
ſollte man die Winkel des Parallelogramms ABCD beibehalten, 
fo mache man Fig. 154 BE gleich der gegebenen Seite, ziehe EQ 
parallel mit BD, ziehe OB, endlich NF parallel mit BE, und 
es iſt BEFG das verlangte Parallelogramm (nach §. 114). 


5 §. 389. Aufgabe. 

Ein Parallelogramm ABCD in ein anderes zu verwan⸗ 
deln, welches eine gegebene Höhe hat. 

Auflöſung. Man nehme Fig. 154 DV normal auf DB 
und gleich der gegebenen Höhe, ziehe VO parallel mit DB, dann 
OB, und NF parallel mit AB. BE FG iſt das verlangte Pa⸗ 
rallelogramm. 

§. 390. 

Die Aufgaben in den beiden vorſtehenden Paragraphen 
ſind auch vermittelſt des Umſtandes zu löſen, daß Fig. 154 
die Parallelogramme NGDC und NFEA einander gleich find, 


§. 391. Aufgabe. 

Ein gegebenes Dreieck in ein Parallelogramm zu ver⸗ 
wandeln. 

Auflöſung. Man conſtruire ein Parallelogramm, wel⸗ 
ches mit dem Dreieck gleiche Grundlinie hat, und deſſen Höhe 
die Hälfte der des Dreiecks iſt; oder ein Parallelogramm, wel⸗ 
ches mit dem Dreieck gleiche Höhe hat, und deſſen Grundlinie 
halb ſo groß iſt, wie die Grundlinie des Dreiecks. Jedes der 
Parallelogramme iſt dem Dreieck gleich. 


1 
17 We 7 Ne ni 
VIII. VTVG.NMI 


8. 392-396. Conſtructionen. 165 


e §. 392. Aufgabe. 

Ein gegebenes Parallelogramm in ein Dreieck zu ver- 
wandeln. 

Auflöſung. Man zeichne ein Dreieck, welches mit dem 
Parallelogramm gleiche Grundlinie hat, und deſſen Höhe dop— 
pelt ſo groß iſt, als die des Parallelogramms; oder ein 
Dreieck, welches mit dem Parallelogramm gleiche Höhe hat, 
und deſſen Grundlinie das Doppelte iſt von der des Parallelo— 


gramms. 
§. 393. Aufgabe. 

Ein gegebenes neck in ein (n—1)ed zu verwandeln. 

Auflöſung. Es ſei Fig. 155 ABCDE . .. das gegebene 
neck. Man ziehe eine Diagonale BD, welche von dem neck ein 
Dreieck abſchneidet, hier 80D, ziehe CC’ parallel BD, verlän- 
gere ED bis C', und ziehe BC’, fo iſt, weil die Dreiecke BDC 
und BDC’ einander gleich ſind, ABC’E .. gleich ABCDE ----, 
und hat eine Ecke weniger, weil die Ecke D verloren gegangen iſt. 

In derſelben Weiſe kann man von ABC“E ., eine Ecke 
fortſchaffen u. ſ. f., bis ein Dreieck bleibt. 

Soll man ein reguläres neck in ein Dreieck verwandeln, 
ſo zeichne man ein Dreieck, welches den Umfang des necks zur 
Grundlinie, und den Radius des im neck liegenden Kreiſes zur 
Höhe hat. Es iſt das verlangte. 


§. 394. Aufgabe. 

Es iſt ein neck gegeben, man ſoll ein zweites zeichnen, 
welches ihm ähnlich iſt und eine gegebene Linie zur einen 
Seite hat. i 

Auflöſung. Es ſei Fig. 156 ABCD , das gegebene 
neck, A B die gegebene Seite. Man mache den Winkel a“ 
gleich dem Winkel a, den Winkel 5 gleich dem Winkel 5, y’ 
gleich „, 0’ gleich o u. ſ. f., und das neck A’B’C'D’ ., ift das 


verlangte. ö 
§. 395. Aufgabe. 
Ein Quadrat zu zeichnen, welches gleich iſt der Summe 
zweier gegebenen Quadrate. 
Auflöſung. Man zeichne ein rechtwinkliges Dreieck, 
das die Seiten der gegebenen Quadrate zu Katheten hat. Die 
Hypotenuſe iſt die Seite des verlangten Quadrats. 


§. 396. Aufgabe. 
Es ſind zwei Quadrate gegeben, man ſoll ein drittes 
zeichnen, das gleich ihrer Differenz iſt. 
Auflöſung. Man zeichne ein rechtwinkliges Dreieck, 
das die Seite des größeren von den gegebenen Quadraten zur 
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Hypotenuſe, und die Seite des anderen zur einen Kathete hat. 
Die zweite Kathete iſt Seite des verlangten Quadrats. 
8.397. Aufgabe, 

Ein Quadrat zu zeichnen, welches gleich dem nten Theil 
eines gegebenen Quadrats iſt. 

Auflöſung. Man conſtruire zu der Seite AB des ge⸗ 
gebenen Quadrats und dem nten Theil derſelben die mittlere 
Proportionale. Sie iſt die Seite des verlangten Quadrats. 
Denn iſt x dieſe mittlere Proportionale, ſo folgt aus 


. 
n 


daß * AB. 
iſt. 

Die Seite desjenigen Quadrats, welches halb ſo groß 
wie ein gegebenes iſt, erhält man in der halben Diagonale, 
und die Seite des Quadrats, das gleich dem vierten Theil 
eines gegebenen Quadrats iſt, in der Hälfte von der Seite 
des gegebenen Quadrats. 


Und ſoll man ein Quadrat zeichnen gleich * eines gege⸗ 
benen Quadrats, ſo conſtruire man die mittlere Proportionale 
zu der Seite des gegebenen Quadrats und * derſelben. 


§. 398. Aufgabe. 
Es ſind zwei ähnliche necke gegeben, man ſoll ein drittes 
ihnen ähnliches zeichnen, das gleich ihrer Summe iſt. 
Auflöſung. Man conſtruire ein rechtwinkliges Dreieck, 
das zwei gleichliegende Seiten der gegebenen necke zu Katheten 
hat. Die Hypotenuſe dieſes Dreiecks iſt Seite des verlangten 
necks, und hat man eine ſolche, ſo kann es nach §. 394 con⸗ 


ſtruirt werden. 
8. 399. Aufgabe. 
Cs ſind zwei ähnliche necke gegeben, man ſoll ein drittes 
ihnen ähnliches zeichnen, das gleich ihrer Differenz iſt. 
Auflöſung. Man conſtruire ein rechtwinkliges Dreieck, 
das eine Seite des größeren gegebenen necks zur Haben 
hat, und die gleichliegende Seite des anderen zur einen Ka⸗ 
thete. Die zweite Kathete iſt Seite des verlangten necks. 
8. 400. Aufgabe. 
Ein neck zu zeichnen, welches einem gegebenen neck ähnlich 


und gleich . deſſelben iſt. 
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Auflöſung. Die mittlere Proportionallinie zur einen 
Seite des gegebenen necks und = derſelben iſt die gleichliegende 


Seite des geſuchten necks. 


§. 401. Aufgabe. 

Es find zwei Kreiſe gegeben, man ſoll einen dritten zeich— 
nen, der gleich ihrer Summe iſt. 

Auflöſung. Man conſtruire ein rechtwinkliges Dreieck, 
das die Radien der gegebenen Kreiſe zu Katheten hat. Die 
Hypotenuſe iſt der Radius des verlangten Kreiſes. Denn ſind 
a und b die Radien der gegebenen Kreiſe und iſt c der jo 
conſtruirte Radius, ſo iſt 

0 — a ＋ b? 
alſo auch c na rb“. 


§. 402. Aufgabe. 
Es find zwei Kreiſe gegeben, man ſoll einen dritten zeich⸗ 
nen, der gleich ihrer Differenz iſt. | 
Auflöſung. Man conſtruire ein rechtwinkliges Dreieck, 
das den Radius des größeren gegebenen Kreiſes zur Hypotenuſe 
und den des anderen zur einen Kathete hat. Die andere Ka⸗ 
thete iſt der Radius des verlangten Kreiſes. 


§. 403. Aufgabe. 
Einen Kreis zu zeichnen, der gleich * eines gegebenen 


Kreiſes iſt. 
Auflöſung. Die mittlere Proportionallinie zu dem Ra⸗ 
dius des gegebenen Kreiſes und zu 5 dieſes Radius iſt der 


Radius des verlangten Kreiſes. 


§. 404. Aufgabe. 

In einer geraden Linie den Punkt zu beſtimmen, welcher 
von zwei gegebenen Punkten gleich weit entfernt iſt. 
Auflöſung. Man ziehe von dem einen dieſer Punkte 
bis zu dem anderen eine gerade Linie, und errichte in deren 
Mitte eine Normale. Der Punkt, in welchem die Normale 
die gegebene Linie ſchneidet, iſt von den beiden gegebenen Punk- 
ten gleich weit entfernt. 


405. 

Die Auflöſungen der vorſtehenden Aufgaben find fo ein- 
fach, daß ſie ſich, bei genauerer Kenntniß der Lehrſätze, leicht 
ergeben. Jetzt mögen Aufgaben folgen, deren Auflöſung viel⸗ 
leicht nicht fo bald in die Augen fällt. Kann man die Auf⸗ 
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löſung einer gegebenen Aufgabe nicht ohne weiteres entdecken, 
ſo nehme man an, ſie ſei gelöſt, und ſuche Linien oder Winkel, 
deren Conſtruction zur Auflöſung führt. 


§. 406. Aufgabe. 

Es iſt Fig. 157 ein Winkel CAD gegeben, in feiner Winkel⸗ 
ebene ein Punkt B, man ſoll durch B eine Linie CD zeichnen, 
fo daß BC gleich BD werde. 

Auflöſung. Wäre die Aufgabe gelöſt und BN parallel 
CA gezogen, ſo würde NA gleich ND ſein; und umgekehrt, iſt 
BN parallel CA, und NA gleich ND, fo iſt auch DB gleich BC. 

Man ziehe daher BN parallel CA, mache ND gleich AN, 
und ziehe DB, und es iſt dies die verlangte Linie. 

Hätte ſich verhalten ſollen 

DB: BC = p:q 


jo würde man ND gleich v. . A haben nehmen müſſen. 


§. 407. 

Es verdient beachtet zu werden, daß die Auflöſung einer 
Aufgabe nur dann richtig iſt, wenn die Schlüſſe, welche bei 
der Herleitung gemacht wurden, in der umgekehrten Folge ihre 
Giltigkeit nicht verlieren. 


§. 408. Aufgabe. 

Drei gegebene gerade Linien ſo an einen Punkt A Fig. 158 
zu tragen, daß ihre anderen Endpunkte B, C, D in eine gerade 
Linie fallen, und daß BC gleich CD werde. a 

Auflöſung. Wäre die Aufgabe gelöſt, und hätte man 
CE gleich AC gemacht, fo wäre das Dreieck CDE dem Dreieck 
CBA congruent (denn es iſt CD gleich CB, CE gleich CA, und 
Winkel DCE gleich BCA), und DE gleich AB. Von dem 
Dreieck ADE hat man die drei Seiten. \ 

Man nehme daher AE doppelt fo groß als die mittlere 
AC der drei gegebenen Linien, conſtruire mit den beiden an⸗ 
deren über AE das Dreieck ADE, ziehe DC, mache CB gleich 
DC, und ziehe AB, ſo iſt die Aufgabe gelöſt. 

Dieſe Aufgabe iſt nicht verſchieden von der: ein Dreieck 
zu conſtruiren, zu welchem zwei Seiten und die Mittellinie 
der dritten gegeben ſind. 

8. 409. Aufgabe. 

Es find Fig. 159 zwei convergirende Linien AB und CD 
gegeben, man ſoll aus dem Punkt O eine Linie ON ziehen, 
welche mit den gegebenen Linien gleiche Winkel bildet. 
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Auflöſung. Wäre die Aufgabe gelöſt, E beliebig genom⸗ 
men, und EF parallel AB gezogen, jo wären die Winkel EFO 
und EOF einander gleich. 

Man nehme daher E beliebig, mache EF parallel AB und 
gleich EO, und ziehe OF bis N, fo iſt die Aufgabe gelöſt. 

§. 410. Aufgabe. 

Es find Fig. 159 zwei convergirende Linien AB und CD 
gegeben, man ſoll eine Linie conftruiren, die den Winkel in zwei 
gleiche Theile theilt, welchen die convergirenden Linien bilden 
würden, wenn man ſie bis zu ihrem Durchſchnittspunkt ver⸗ 
längerte. 

Auflöſung. Man conſtruire nach dem vorigen Para⸗ 
graph durch einen beliebigen Punkt O eine Linie ON, welche 
gleiche Winkel mit den gegebenen Linien bildet, und errichte in 
ihrer Mitte eine Normale. Dieſe iſt die verlangte Linie. 


§. 411. Aufgabe. 

Es find zwei convergirende Linien AB und CD Fig. 160 
gegeben und ein Punkt E; man ſoll durch E eine Linie con- 
ſtruiren, welche durch den Durchſchnittspunkt der Linien AB 
und CD geht, ſobald alle bis zu ihm verlängert werden. 

Auflöſung. Man ziehe durch E eine Linie AC, welche 
die beiden gegebenen Linien ſchneidet, mit AC parallel die 
Linie BD. Wäre in BD der Punkt F fo beſtimmt, daß 

AE: EC = BF: FD 
jo würde wegen §. 192 EF die verlangte Linie fein. 

Um den Punkt F zu erhalten, ziehe man BC, EG parallel 

mit AB, und GF parallel mit CD, und es verhält ſich 
AE: EC = BG: GC 

und BF: FD = BG: GC 

folglich AE: EC = BF: FD. 

Sind die convergirenden Linien AB und EF gegeben, und 
ſoll man durch C. eine Linie conſtruiren, welche durch deren 
Durchſchnittspunkt geht, ſo ziehe man CA, DB parallel mit 
CA, ferner BC, EG parallel mit AB, dann GF, und CD pa⸗ 
rallel mit GF; CD iſt die geforderte Linie. 

a §. 412. Aufgabe. 

Es find Fig. 161 eine gerade Linie CD und zwei Punkte 
A und B gegeben, man ſoll in der Linie den Punkt N beſtim⸗ 
men, welcher ſo liegt, daß wenn man AN und BN zieht, die 
Winkel a und A einander gleich werden. 

Auflöſung. Wäre die Aufgabe gelöſt, und hätte man 
AN verlängert, jo würde > gleich a, alſo auch gleich A gewor- 
den fein, und wenn BF normal auf CD ſtände, EF gleich BE. 
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Man conſtruire daher BE normal auf CD, mache EF 
gleich BE, und ziehe FA. Der Durchſchnittspunkt N iſt der 
verlangte Punkt. 


F. 413. Zuſatz. 
Zieht man nach irgend einem anderen Punkte O der Linie 
CD von A eine gerade Linie, und von B, fo iſt die Summe 
der beiden Linien A0 und BQ größer, als die der Linien AN 
und BN. Denn zieht man O, jo iſt 
AC OF = AF 
daher auch AO ＋ OB DAN NB. 
Es iſt nämlich OB gleich OF, und NB gleich NF. 
Dieſer Umſtand gewinnt wegen bekannter phyſikaliſcher 
Geſetze beſonderes Intereſſe. 


§. 414. Aufgabe. 


Es iſt ein Kreis und ein Punkt A gegeben, man ſoll 
durch den Punkt eine Sehne conſtruiren, welche eine gegebene 
Länge hat. 

Auflöſung. Irgendwo in dem Kreiſe conſtruire man 
eine Sehne von der gegebenen Länge, fälle vom Mittelpunkt 
auf ſie eine Normale, beſchreibe mit der Normale als Radius 
einen Kreis, der mit dem erſten concentriſch iſt, und conſtruire 
für den zweiten Kreis eine Tangente, welche durch A geht. 
Sie giebt die verlangte Sehne. 


§. 415. Aufgabe. 

Es ſind zwei Kreiſe gegeben, man ſoll die geraden Linien 
conſtruiren, welche gleichzeitig beide Kreiſe berühren. 

Erſte Auflöſung. Es berühre Fig. 162 AB beide 
Kreiſe; man ziehe NE parallel BA, und es iſt ME gleich der 
Differenz der beiden Radien, und das Dreieck MEN bei E 
rechtwinklig. 

Man beſchreibe daher über der Centrale MN einen Halb⸗ 
kreis, mache die Sehne ME eich der Differenz beider Radien, 
ziehe NE, nehme NB normal auf NE, verlängere ME bis A 
und ziehe AB. Dies iſt eine der verlangten Tangenten. 

Und nimmt man Mf gleich der Summe der Radien, und 
ND normal auf NP, fo iſt auch CD Tangente für beide Kreiſe. 

Aehnlich findet man noch zwei Tangenten. i 

Andere Auflöſung. Man conſtrutre vermittelſt pa⸗ 
ralleler Radien die Aehnlichkeitspunkte der Kreiſe, und lege 
von jedem aus die Tangenten an einen der Kreiſe; ſie berüh⸗ 
ren zugleich den anderen. 
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N 8. 416. Aufgabe. 

Es iſt ein Kreis gegeben und eine gerade Linie, man ſoll 
einen zweiten Kreis conſtruiren, welcher den gegebenen Kreis 
berührt, und auch die gerade Linie in einem gegebenen Punkt. 

Erſte Auflöſung. Es ſei Fig. 163 der Kreis, deſſen 
Mittelpunkt C ift, der gegebene, und N ſei der Punkt, in wel⸗ 
chem die Linie AB berührt werden ſoll. 

Der Mittelpunkt des verlangten Kreiſes befindet ſich in 
der Linie, welche in N auf AB normal ſteht. Wäre F dieſer 
Mittelpunkt, fo müßte FG gleich EN fein, und, wenn man 
ND gleich dem Radius des gegebenen Kreiſes nimmt, FC 
gleich FD. 

Man errichte daher in N eine Normale auf AB, nehme 
W gleich dem Radius des gegebenen Kreiſes, ziehe CD, und 
errichte in der Mitte E von CD eine Normale. Der Punkt 
F, in welchem dieſe Normale die zuerſt conſtruirte ſchneidet, 
iſt der Mittelpunkt des verlangten Kreiſes. 

Und nimmt man ND' gleich dem Radius des gegebenen 
Kreiſes, und errichtet in der Mitte E' von CD’ eine Normale, 
fo iſt der Punkt F’, in welchem dieſe Normale die in N ſte⸗ 
hende ſchneidet, Mittelpunkt eines zweiten Kreiſes, welcher die⸗ 
ſelben Bedingungen erfüllt. 

Andere Auflöſung. Es ſei Fig. 119 M der gegebene 
Kreis, VE’ die gegebene Linie, A’ der Punkt, in welchem die⸗ 
ſelbe berührt werden ſoll. 

Man lege durch den Mittelpunkt M des Kreiſes die 
Linie SV normal auf VC', ziehe SA’, A’K normal auf VC“, 
und MA bis K, fo iſt K Mittelpunkt, KA Radius eines Krei⸗ 
ſes, welcher den Forderungen entſpricht. Und zieht man 
AO, YM bis K', fo iſt K’ Mittelpunkt, KY Radius eines 
zweiten. (Vergl. §. 338.) 


8. 417. Aufgabe. 

Es find Fig. 164, zwei Punkte A und B und eine gerade 
Linie EF gegeben; man ſoll einen Kreis conſtruiren, deſſen 
Peripherie durch jene Punkte geht, und der die gerade Linie 
berührt. 

Erſte Auflöſung. Die gerade Linie AB wird ge- 
meinſchaftliche Chordale aller Kreiſe, welche durch die Punkte 
A und B gehen. Die Tangenten, welche aus einem beliebi⸗ 
gen Punkte der Chordale an ſolche Kreiſe gelegt werden, 
ſind einander gleich. Man conſtruire daher durch die Punkte 
A und B irgend einen Kreis M, verlängere AB bis zum 
Durchſchnitt C mit EF, lege von C aus eine Tangente CD 
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an den Kreis M, nehme CE = CF = CD, und conſtruire ei- 
nen Kreis durch die Punkte A, B, E, und einen zweiten durch 
die Punkte A, B, F. Jeder von dieſen Kreiſen entſpricht der 
Aufgabe. 

Andere Auflöſung. Man denke die Linie AB bis zu 
ihrem Durchſchnittspunkte C mit der Linie EF. Wäre F der 
Berührungspunkt, fo hätte man nach $. 248 

+ CF? = AC-.BC. 
Das Stück CF ift alſo mittlere Proportionale zu AC und BC, 
und wird erhalten, indem man über AC einen Halbkreis be- 
ſchreibt, BD normal auf A0 nimmt, und CD zieht. Und macht 
man CF = CE = Cb, fs find E und F die Berührungspunkte, 
wie vorher. 
§. 418. Aufgabe. 

Es ſind, Fig. 165, zwei Punkte A und B und ein Kreis 
M gegeben; man ſoll einen Kreis conſtruiren, welcher durch 
die beiden Punkte geht und den gegebenen Kreis berührt. 
Auflöſung. Durch die Punkte A und B lege man ir⸗ 
gend einen Kreis V, welcher den gegebenen Kreis ſchneidet in 
Punkten C, D. Die Linie CD iſt Chordale der Kreiſe M und V, 
die Linie AB Chordale des Kreiſes V und des zu conſtruiren⸗ 
den Kreiſes, der Durchſchnittspunkt P dieſer Linien alſo Chor⸗ 
dalpunkt der drei Kreiſe. Eine von P an den Kreis M gelegte 
Tangente PE oder PF iſt die Chordale des Kreiſes M und des 
geſuchten Kreiſes. Legt man daher durch A, B und E einen 
Kreis, und einen zweiten durch A, B und F, fo genügt jeder 
von dieſen Kreiſen der Aufgabe. 

§. 419. Aufgabe. 

Es find, Fig. 166, zwei gerade Linien EF und GH gege- 
ben und ein Punkt A; man ſoll einen Kreis conſtruiren, deſſen 
Mittelpunkt auf der Linie GH liegt, der durch den Punkt A 
geht und die Linie EF berührt. 

Auflöſung. Man conſtruire AB normal auf GH und 
HB gleich AH. Ein Kreis, deſſen Mittelpunkt in GH ſich be⸗ 
findet und der durch A geht, nimmt B in feine Peripherie auf, 
und umgekehrt, der Mittelpunkt eines Kreiſes, der durch die 
Punkte A und B geht, liegt in GH. Es kommt alſo darauf 
an, einen Kreis zu conſtruiren, der durch die Punkte A und B 
geht und der die Linie EF berührt, eine Aufgabe, die in §. 417 
gelöſt iſt. Man erhält zwei Kreiſe, die den Forderungen ent⸗ 


ſprechen. 
§. 420. Aufgabe. 
Es ſind, Fig. 166, ein Kreis (der durch die gerade Linie 
EF repräſentirt werde), eine gerade Linie GH und ein Punkt 
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A gegeben; man ſoll einen Kreis conſtruiren, deſſen Mittelpunkt 
in der Linie GH liegt, deſſen Peripherie durch A geht, und 
der den gegebenen Kreis EF berührt. 

Auflöſung. Es werde AB normal auf GH und HB 
gleich HA conſtruirt. Ein Kreis, welcher durch die Punkte 
A und B geht und den gegebenen Kreis EF berührt, ift der 
verlangte. Die Aufgabe kommt auf $. 418 zurück, und es er⸗ 
geben ſich zwei Kreiſe, die den Forderungen entſprechen. 


§. 421. Aufgabe. 


Es ſind, Fig. 167, zwei gerade Linien EF und GH ge⸗ 
geben und ein Kreis M, deſſen Radius r iſt; man ſoll einen 
Kreis conſtruiren, deſſen Mittelpunkt in der Linie GH liegt 
und der den Kreis M und die Linie EF berührt. 

Auflöſung. In der Entfernung r von EF ziehe man 
eine gerade Linie AB parallel mit Ek. Nach $. 419 conſtruire 
man die beiden Kreiſe, deren Mittelpunkte in Ell liegen, und 
welche durch den Mittelpunkt M gehen und die Linie AB be⸗ 
rühren. Iſt H Mittelpunkt eines dieſer Kreiſe, ſo verkürze 
man den Radius dieſes Kreiſes um r, und beſchreibe von H 
aus mit dem verkürzten Radius einen Kreis: dieſer berührt 
dann offenbar den Kreis M und die Linie EF. So erhält 
man zunächſt zwei Kreiſe, wie ſie verlangt wurden, und dieſe 
berühren den Kreis M von außen. — Man ziehe weiter in 
der Entfernung r von EF die Linie A’B’ parallel mit EF, 
conſtruire nach §. 419 die Kreiſe, deren Mittelpunkte in GH 
liegen, die durch den Mittelpunkt M gehen und A’B’ berühren, 
und beſchreibe Kreiſe, welche mit den eben erhaltenen concen⸗ 
triſch, deren Radien aber um er größer find. Es ergeben ſich 
wiederum zwei Kreiſe, welche der Aufgabe genügen, und ſie 
berühren den Kreis M von innen. Die Aufgabe geſtattet alſo 
vier Auflöſungen. 


§. 422. Aufgabe. 

Es ſind zwei Kreiſe gegeben und eine gerade Linie; man 
ſoll einen Kreis conſtruiren, deſſen Mittelpunkt auf der geraden 
Linie liegt, und der die beiden gegebenen Kreiſe berührt. 

Auflöſung. Es ſeien, Fig. 168, die Kreiſe M und M. 
mit den Radien r und r’ die gegebenen, die gerade Linie ſei 
GH. Man vermindere den Radius r des Kreiſes M um 
den Radius des anderen Kreiſes, und beſchreibe mit dem 
verkürzten Radius einen Kreis, der mit jenem Kreiſe M con» 
centriſch iſt. Nach 8. 420 conſtruire man die beiden Kreiſe, 
deren Mittelpunkte auf GH liegen, die durch den Mittelpunkt 
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M’ gehen und den Kreis zum Radius r— r' berühren. Der 
eine dieſer Kreiſe berührt den letzteren Kreis von außen, der 
andere von innen. Den Radius des erſteren dieſer Kreiſe 
vermindere man um r', den Radius des anderen verlängere 
man um 1, und beſchreibe mit den neuen Radien Kreiſe, die 
mit den vorigen concentriſch ſind. Man erhält dadurch zwei 
Kreiſe, die der Aufgabe entſprechen; der eine berührt die gege⸗ 
benen Kreiſe von außen, der andere berührt beide von innen. — 
Weiter verlängere man den Radius r um 1“, beſchreibe mit 
r+r' einen Kreis, der mit dem Kreiſe M concentriſch iſt, und 
benutze den Kreis zum Radius r+r, wie den zum Radius 
r—r, Dadurch ergeben ſich noch zwei Kreiſe, welche der 
Aufgabe genügen. 
§. 423. Aufgabe. 

Es find drei gerade Linien AB, A’B’ und PO gegeben; 
man ſoll einen Kreis conſtruiren, deſſen Mittelpunkt auf der 
Linie PO ſich befindet und der die beiden anderen geraden Li⸗ 
nien berührt. 

Auflöſung. Der Mittelpunkt des verlangten Kreiſes 
liegt auch in der Linie, welche den Winkel halbirt, der von den 
Linien AB und A’B’ gebildet wird. Man conſtruire daher die 
Halbirungslinien der Winkel, welche von AB und A’B’ gebil⸗ 
det werden: jeder von den Durchſchnittspunkten P und O die⸗ 
ſer Halbirungslinien mit der Linie P iſt Mittelpunkt eines 
Kreiſes, welcher der Aufgabe genügt. 


§. 424. Aufgabe. 

Es ſind zwei gerade Linien gegeben und ein Punkt; man 
ſoll einen Kreis conſtruiren, der durch den Punkt geht und 
der die beiden geraden Linien berührt. 

Auflöſung. Der Mittelpunkt des Kreiſes befindet ſich 
in der Linie, welche den Winkel halbirt, den die gegebenen 
Linien bilden, und in deſſen Winkelebene der Punkt liegt. 
Ein Kreis, deſſen Mittelpunkt in der gedachten Halbirungs⸗ 
linie ſich befindet, und der eine der gegebenen Linien berührt, 
berührt auch die zweite; die Aufgabe kommt daher auf 
§. 419 zurück. i 

§. 425. Aufgabe. $ 

Es find zwei gerade Linien gegeben und ein Kreis; man 
ſoll einen Kreis conſtruiren, der den gegebenen Kreis und die 
beiden geraden Linien berührt. 

Auflöſung. Die Aufgabe führt (ähnlich der vorigen) 
auf F. 421 zurück. 


— 
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$. 426. Aufgabe. 

Es find Fig. 169 zwei Kreiſe M und M' gegeben und 
ein Punkt A, man ſoll einen Kreis B conſtruiren, welcher die 
Kreiſe M und M' berührt und deſſen Peripherie durch den 
Punkt A geht. 

Auflöſung. Es berühre der Kreis B die gegebenen 
Kreiſe von außen in den Punkten P und O, und es geht die 
Linie PO durch den äußeren Aehnlichkeitspunkt S der gegebenen 
Kreiſe. Man ziehe As und den beliebigen Aehnlichkeitsſtrahl 
ES. Dann iſt nach §. 248 und 8. 337 

is SV-SA = SQ-SP = SF-SE 
und deshalb befinden ſich die Punkte A, E, F, V in der Peri⸗ 
pherie eines Kreiſes. Hieraus erhellet folgende Conſtruction. 

Man conſtruire den äußeren Aehnlichkeitspunkt 8 der 
Kreiſe M und M', lege durch ihn die beliebige Secante SE, 
durch die drei Punkte A, E und F den Kreis K, ziehe AS, 
und conſtruire nach §. 418 den Kreis, welcher durch A und V 
geht und einen der Kreiſe Mund M' berührt, (wozu der Kreis K 
benutzt werden kann) und dieſer Kreis berührt zugleich den an⸗ 
deren. Man erhält zwei ſolcher Kreiſe, und vermittelſt des 
inneren Aehnlichkeitspunktes noch zwei, ſo daß überhaupt vier 
Kreiſe der Aufgabe entſprechen. 


§. 427. Aufgabe. 

Es find Fig. 170 ein Kreis M, eine gerade Linie VG und 
ein Punkt A gegeben, man ſoll einen Kreis conſtruiren, deſſen 
Peripherie durch den Punkt A geht, und der den gegebenen 
Kreis M und die gerade Linie VG berührt. 

Auflöſung. Es ſtelle B den verlangten Kreis vor, 
C und C' feien die Berührungspunkte. Man lege durch M 
die Linie 80 normal auf VG, denke SC und ziehe SA, fo iſt 


nach §. 338 5 
S0. SV = SC. Sc 
und nach §. 248 SA. SX = SC.SC 


folglich 
SO: SV = SA. SX 

und deshalb befinden ſich die Punkte V, O, A, X in der 
Peripherie eines Kreiſes. Es erhellet daher folgende Con⸗ 
ſtruction: ö 1 

Man lege durch Y, O und A einen Kreis K; derſelbe 
liefert in feinem zweiten Durchſchnitt mit SA den Punkt X. 
Durch A und X lege man einen Kreis, der VG berührt, und 
dieſer iſt der verlangte B. Der Berührungspunkt C' findet 
ſich nach §. 417 vermittelſt der von G aus an K gelegten 
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Tangente GH. Man erhält zwei ſolcher Kreiſe und vermittelſt 
der Linie 40 noch zwei, alſo im Ganzen vier Kreiſe, welche 
der Aufgabe entſprechen. 


8.428. Aufgabe. 

Es iſt, Fig. 171, ein Kreis M gegeben, eine gerade Linie 
PO und ein Kreis K; man ſoll einen Kreis conſtruiren, wel⸗ 
cher den Kreis K berührt, und der mit dem Kreiſe M die 
Linie PO zur Chordale hat. 

Auflöſung. Man conſtruire die Chordale CD der bei- 
den gegebenen Kreiſe. Der Durchſchnittspunkt P der Chorda⸗ 
len PO und CD iſt der Chordalpunkt der beiden gegebenen 
und des geſuchten Kreiſes. Durch P geht alſo auch die Chor⸗ 
dale des Kreiſes K und des zu conſtruirenden, und dieſe 
Chordale iſt gemeinſchaftliche Tangente der letzten Kreiſe. 
Man lege daher von P aus die Tangenten PT und PT’ an 
den Kreis K, und es find T und J Berührungspunkte des 
Kreiſes K und zweier leicht zu conſtruirenden Kreiſe, die beide 
der Aufgabe entſprechen. 


§. 429. Aufgabe. 

Es ſind drei Kreiſe gegeben; man ſoll einen Kreis con⸗ 
ſtruiren, der die gegebenen drei Kreiſe berührt. 

Auflöſung. Es ſind acht verſchiedene Kreiſe möglich, 
welche der Aufgabe entſprechen. Denn es ſind erſtens zwei 
Kreiſe möglich, von welchen der eine die gegebenen von außen, 
der andere ſie von innen berührt. Ferner kann es zwei Kreiſe 
geben, von welchen der eine zwei der gegebenen Kreiſe von 
außen, den dritten von innen berührt, der andere umgekehrt 
jene zwei von innen und den dritten von außen. Und da jeder 
von den gegebenen Kreiſen als dieſer dritte auftreten kann, ſo 
giebt es möglicherweiſe noch zweimal zwei Berührungskreiſe der 
letzteren Gattung. 

Wir wenden uns zuerſt zur Conſtruction der beiden Be⸗ 
rührungskreiſe, von welchen der eine die drei gegebenen Kreiſe 
ſämmtlich von außen, der andere fie ſämmtlich von innen be- 
rührt. Aus $. 342 erhellet, daß die äußere Symmetrallinie 
der drei gegebenen Kreiſe die Chordale der beiden Berührungs⸗ 
kreiſe iſt, und daß der Orthogonalkreis der gegebenen Kreiſe 
mit beiden Berührungskreiſen die Chordale gemeinſchaftlich hat. 
Daher folgende Conſtruction: Man conſtruire 

1) die äußere Symmetrallinie der drei gegebenen Kreiſe, 

2) den Orthogonalkreis der gegebenen Kreiſe, 

3) nach §. 428 die beiden Kreiſe, welche mit dem Ortho⸗ 
gonalkreis die Symmetrale zur Chordale haben und einen 
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der drei gegebenen Kreiſe berühren; die Kreiſe berühren dann 
auch die beiden anderen und ſind die verlangten. 

Wir wenden uns weiter zur Conſtruction der beiden Be⸗ 
rührungskreiſe, von welchen der eine zwei von den gegebenen 
Kreiſen, A und B, von außen, den dritten, C, von innen be⸗ 
rührt, der andere dagegen die beiden Kreiſe A und B von innen 
berührt, und den dritten C von außen. Nach $. 342 befinden 
ſich die inneren Symmetralpunkte der Kreiſe A und C, und 
B und C auf der Chordale der in Rede ſtehenden Berührungs⸗ 
kreiſe, und der Orthogonalkreis der gegebenen Kreiſe hat mit 
den Berührungskreiſen die Chordale gemeinſchaftlich. Die 
Conſtruction dieſer Berührungskreiſe erfolgt demnach wie die 
der zuvor betrachteten, nur daß die innere Symmetrallinie der 
gegebenen Kreiſe, welche die inneren Symmetralpunkte der 
Kreiſe A und C und B und C enthält, an die Stelle der äuße⸗ 
ren Symmetrallinie tritt. 

Die beiden noch übrigen Paare von Berührungskreiſen 
ergeben ſich in derſelben Weiſe vermittelſt der beiden übrigen 
inneren Symmetrallinien. 

Die Auflöſung der Aufgabe läßt ſich nun überhaupt fol⸗ 
gendermaßen ausſprechen: Man conſtruire 

1) die vier Symmetrallinien der gegebenen Kreiſe, 

2) den Orthogonalkreis der gegebenen Kreiſe, 

3) die vier Paare von Kreiſen, von welchen jedes mit dem 
Orthogonalkreis eine der vier Symmetralen zur Chordale hat, 
und einen der gegebenen Kreiſe berührt. 

Zweite Auflöͤſung. Die acht möglichen Berührungs⸗ 
kreiſe haben ſich in vier Paare geſondert, von welchen jedes 
durch eine der vier Symmetralen der gegebenen Kreiſe er- 
halten wurde. Man ſtelle ſich irgend ein Paar dieſer Be— 
rührungskreiſe vor. Die Punkte, in welchen irgend einer der 
drei gegebenen Kreiſe, etwa der Kreis C, Fig. 171 a, von den 
beiden Berührungskreiſen K und K“ berührt wird, ſeien P 
und O. Die Linie PO geht, nach §. 337 und $. 342, durch 
den Chordalpunkt 8 der drei gegebenen Kreiſe. Man denke 
die gemeinſchaftlichen Tangenten in den Punkten P und O; ſie 
ſchneiden ſich in einem Punkte V, der in der Chordale VL der 
Berührungskreiſe liegt (und die eine der Symmetralen der 
gegebenen drei Kreiſe iſt). Es folgt dies, weil PV, OV, LV 
die Chordalen der Kreiſe C, K, K' find, Nun iſt aber PO 
Polare des Punktes V für den Kreis C. Und da die Pola⸗ 
ren aller Punkte der Linie LV durch den Pol N dieſer Linie 
gehen, ſo geht auch PO durch dieſen Pol N. Hiernach hat 
man zwei Punkte der Linie PO, nämlich den Chordalpunkt 8 

Wolffe Geometrie, 1. Th. 7te Aufl. 12 
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der drei gegebenen Kreiſe und den Pol N der Symmetrale LV. 
Die Linie P0 beſtimmt aber die Berührungspunkte P und Q 
auf dem Kreiſe C. Aus dem Geſagten entſpringt folgende 
Conſtruction: Man conſtruire 

1) die vier Symmetralen der drei gegebenen Kreiſe, 

2) den Chordalpunkt der gegebenen Kreiſe, 

3) für jede Symmetrale die Pole in den drei Kreiſen, 

4) lege man durch den Chordalpunkt und durch jeden 
Pol eine Linie. Dieſe Linien ſchneiden die gegebenen Kreiſe 
in den Punkten, in welchen ſie von den geſuchten Kreiſen be⸗ 
rührt werden. Man erhält zwölf Pole, alſo zwölf Linien, die 
durch den Chordalpunkt und die Pole gehen, und vier und 
zwanzig Berührungspunkte. Wie die Berührungspunkte zu⸗ 
ſammen gehören, iſt nach den Symmetralen zu beurtheilen. 
Vermittelſt der drei Pole jeder einzelnen Symmetrale ergeben 
ſich nämlich ſechs Berührungspunkte, und dieſe entſprechen 
dem Paar der Berührungskreiſe, welches dieſer Symmetrale 
zugehört (vergleiche erſte Auflöſung). Die ſechs Berührungs⸗ 
punkte, z. B. die man vermittelſt der äußeren Symmetrale 
erhält, gehören dem Paar der Kreiſe, deſſen einer die gege⸗ 
benen Kreiſe ſämmtlich von außen, deſſen anderer ſie von innen 
berührt. 

Nicht für jede drei ganz beliebig angenommenen Kreiſe 
beſtehen die acht Berührungskreiſe, wie wir ſie eben beſpro⸗ 
chen haben; die Anzahl der Berührungskreiſe und die Art 
der Berührung hängt von der Lage der gegebenen Kreiſe 
ab. — Für drei Kreiſe, deren Mittelpunkte nicht in gera⸗ 
der Linie liegen, von welchen keiner innerhalb eines der 
beiden anderen ſich befindet, noch einer mit einem der ande⸗ 
ren einen Punkt gemein hat, beſtehen die acht Berührungs⸗ 
kreiſe, wie ſie oben aufgeführt wurden. Es giebt Lagen, die 
gar keinen Berührungskreis geſtatten (z. B. wenn der Kreis 
B im Kreiſe A, und C außerhalb A oder innerhalb B liegt), 
andere, in welchen Berührungskreiſe einer Berührungsweiſe 
fehlen, u. ſ. w. 

§. 430. Aufgabe. 

Ein Dreieck zu conſtruiren, zu welchem gegeben ſind eine 
ger die Summe der beiden anderen Seiten und ein 

inkel. 


Auflöſung. 1) Der Winkel ſoll an der gegebenen Seite 
liegen. Es ſei Fig. 172 ABC das Dreieck, AB die gegebene 
Seite, a der gegebene Winkel. 
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Verlängert man AC, und macht die Verlängerung CD 
gleich der Seite BC, fo iſt AD die gegebene Summe der Sei⸗ 
ten AC und BC, und das Dreieck BED iſt gleichſchenklig. 

An die gegebene Seite AB trage man daher den gegebenen 
Winkel a, mache AD gleich der gegebenen Summe der ande⸗ 
ren beiden Seiten, ziehe BD, errichte in der Mitte N von BD 
die Normale NC, und ziehe BC, und es iſt ABC das ver- 
langte Dreieck. 

2) Der Winkel @ ſoll der gegebenen Seite gegenüber liegen. 
Es ſei Fig. 173 ABC das Dreieck. 

Verlängert man AC und macht die Verlängerung gleich 
BC, ſo iſt Ab die gegebene Summe der anderen beiden Sei⸗ 
ten, das Dreieck BED gleichſchenklig, und der Winkel CDB 


gleich — 
An die gegebene Summe AD trage man daher den Win⸗ 
kel > ſchneide von A mit der gegebenen Seite den Schenkel 


BD, welches in B geſchehen mag, errichte in der Mitte N 
von DB die Normale NC, und ABC iſt das verlangte 
Dreieck. 

Man kann mit AB noch einmal in B“ ſchneiden, und er⸗ 
richtet man in der Mitte N’ von B’D die Normale N’C’, jo 
genügt das Dreieck AB’C’ ebenfalls den Bedingungen. 

Die beiden Dreiecke ABC und AB’C' find congruent, 
denn fie haben die Seiten AB und AB’ gleich, jedes hat den 
Winkel a, und die Winkel J und s find einander gleich; es 
iſt nämlich 7 als äußerer Winkel des Dreiecks ABD gleich 


& +, alſo e 714, und auch der Winkel oͤ iſt gleich 


5 


§. 431. Aufgabe. 

Ein Dreieck zu zeichnen, zu welchem eine Seite, die Diffe⸗ 
renz der beiden anderen Seiten und ein Winkel gegeben ſind. 

Auflöſung. 1) Soll der Winkel der kleineren von den 
nicht gegebenen Seiten gegenüberliegen, ſo trage man Fig. 174 
an die gegebene Seite AB den gegebenen Winkel æ, nehme 
BD gleich der Differenz der anderen Seiten, ziehe AD, errichte 
in der Mitte N von AD die Normale NC, und ABC iſt das 
verlangte Dreieck. 

2) Soll der Winkel der größeren von den nicht gege- 
benen Seiten gegenüberſtehen, ſo trage 1 175 den 

2 * 
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gegebenen Winkel & an die gegebene Seite AgB, mache AD 
gleich der Differenz der anderen Seiten, ziehe BD, errichte in 
der Mitte N von BD die Normale NC, und es iſt ABC das 
verlangte Dreieck. 

3) Es ſoll der Winkel der gegebenen Seite gegenüber 
liegen. — Es ſei Fig. 176 ABC das verlangte Dreieck, BD 
die gegebene Differenz; von dem beliebigen Punkte E in CD 
denke man die Linie EF parallel mit CA gezogen, dann iſt der 
Winkel DEF gleich a, und EF gleich ED. 

Man nehme daher auf einer beliebigen Linie ein beliebiges 
Stück ED, mache den Winkel DEF gleich a, DB gleich der 
gegebenen Differenz, EF gleich ED, ziehe DF, ſchneide mit der 
gegebenen Seite BA von B aus die Linie DF, und ziehe AC 
parallel EF, ſo iſt ABC das verlangte Dreieck. 


§. 432. Aufgabe. 

Ein Dreieck zu zeichnen, zu welchem eine Seite, die Diffe⸗ 
renz der an ihr liegenden Winkel und die Summe der anderen 
Seiten gegeben ſind. 

Auflöſung. Es fer Fig. 177 ABC das verlangte Dreieck, 
AB die gegebene Seite, die gegebene Differenz der an ihr 
liegenden Winkel. — Man verlängere BC und mache die Ver⸗ 
längerung CD gleich der Seite A0, ſo iſt BD die gegebene 
Summe der beiden Seiten BC und AC, das Dreieck A400 iſt 


gleichſchenklig, der Winkel ACD gleich 2x Pa, mithin P+x+5 
gleich R, folglich, wenn man AG normal auf AB conſtruirt, 
der Winkel GAD gleich T. 

Man errichte daher auf der gegebenen Seite AB die Nor⸗ 
male AG, mache den Winkel GAD gleich > ſchneide von B 


aus mit der gegebenen Summe der anderen Seiten den Schen⸗ 
kel AD in D, errichte in der Mitte N von AD die Normale 
Ne, und ABC iſt das verlangte Dreieck. 


§. 433. Aufgabe. 

Ein Dreieck zu zeichnen, zu welchem eine Seite, die Diffe⸗ 
renz der an ihr liegenden Winkel, und die Differenz der an⸗ 
deren beiden Seiten gegeben ſind. 

Auflöſung. Es ſei Fig. 178 ABC das verlangte 
Dreieck, AB die gegebene Seite, à die Differenz der an ihr 
liegenden Winkel, BD die Differenz der anderen beiden Sei⸗ 
ten. — Das Dreieck CAD iſt gleichſchenklig, daher der Winkel 


www.rcin.org.pl 


§. 434-436, Conſtructionen. 181 


CDA gleich dem Winkel CAD. Der erſtere dieſer Winkel iſt 
x DAB, der andere XT DAB. Aus 

x+DAB = XT DAB 
folgt DAB = . 

Man trage daher an die gegebene Seite AB den Winkel 
BAD gleich za, ſchneide den Schenkel AD von B aus mit der 
gegebenen Differenz BD, errichte in der Mitte N von AD die 
Normale NC, und das Dreieck ABC iſt das verlangte. 

Die Linie AD kann mit BD noch einmal in D’ geſchnitten 
werden, und errichtet man in der Mitte N’ von AD’ die Nor⸗ 
male N’C’, fo iſt auch ABC’ ein Dreieck, wie man es zeich⸗ 
nen ſollte. 

Die beiden Dreiecke ABC und ABC’ find congruent. 


§. 434. Aufgabe. 

Ein Dreieck zu zeichnen, wenn gegeben ſind: eine Seite, 
9 > gehörige Höhe, und der dieſer Seite gegenüberliegende 

inkel. 

Auflöſung. Auf der gegebenen Seite AB Fig. 179 con⸗ 
ſtruire man BD normal, und gleich der gegebenen Höhe, ziehe 
DC parallel BA, mache den Winkel BAE gleich dem gegebenen 
Winkel, conſtruire einen Kreis, für welchen AE Tangente und 
AB Sehne iſt, und wenn dieſer in C und in C' die Linie DC 
ſchneidet, jo iſt jedes der beiden Dreiecke ABC und ABC’ das 
verlangte. Beide Dreiecke ſind congruent. 

” 


§. 435. Aufgabe. g 

Ein Dreieck zu conſtruiren, wenn dazu gegeben find: ein 
Winkel, die Höhe, welche zu der ihm gegenüberliegenden Seite 
gehört, und eine der anderen Höhen. 

Auflöſung. Es ſei Fig. 180 oder 181 ABC der ge- 
gebene Winkel. — Man conſtruire BD normal auf BC und 
gleich der Höhe auf dieſem Schenkel, ziehe DA parallel mit 
BC, beſchreibe über AB einen Kreis, trage die andere gegebene 
Höhe BN als Sehne ein, und ziehe AN bis C, fo iſt ABC das 
verlangte Dreieck. 

§. 436. Aufgabe. 

Ein Dreieck zu conſtruiren, wenn dazu gegeben ſind: die 
Summe zweier Seiten, und die Höhen, welche zu dieſen Sei⸗ 
ten gehören. . 

Auflöſung. Es ſei Fig. 182 ABC das Dreieck, AB 
und AC ſeien die Seiten, deren Summe gegeben tft, CF und 
BE die zu dieſen Seiten gehörigen Höhen. 

Es ſei BG gleich A0 gemacht, GN parallel BE, und BH 
parallel AN gezogen, dann iſt AG gleich der gegebenen 
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Summe der Seiten AB und AC, das Dreieck BGH congruent 
dem Dreieck ACF, alſo GH gleich der gegebenen Höhe CF, 
ferner HN gleich der Höhe BE, mithin GN gleich der Summe 
der gegebenen Höhen. 

Man conſtruire daher das rechtwinklige Dreieck AGN, 
zu welchem man die Hypotenuſe AG, gleich der gegebenen 
Summe der Seiten, und die eine Kathete GN gleich der 
Summe der gegebenen Höhen hat, errichte in U die Normale 
HB, und nehme 40 gleich BG, fo iſt ABC das verlangte 


Dreieck. 
8.437. Aufgabe. 
Ein Dreieck zu zeichnen, zu welchem die Summe aller 
Seiten und zwei Winkel gegeben ſind. 
Auflöſung. Es ſeien Fig. 183 ABC das Dreieck, a 
und 5 die beiden gegebenen Winkel. — Wird AD gleich AB, 
und CE gleich CB angenommen, ſo iſt DE die gegebene Summe 


aller Seiten, der Winkel EDB gleich —, und der Winfel DEB 


gleich 5 f 

Man conſtruire daher das Dreieck DEB, zu welchem man 
die Seite DE und die beiden daran liegenden Winkel hat, 
errichte in der Mitte M von DB die Normale MA, in der 
Mitte N von BE die Normale NC, und ABC iſt das ver⸗ 
langte Dreieck. p 
$. 438. Aufgabe. 

Ein Dreieck zu zeichnen, zu welchem die Summe aller 
Seiten, ein Winkel, und die Höhe auf einem ſeiner Schenkel 
gegeben ſind. 

Auflöſung. Es ſei DE Fig. 184 die Summe der 
Seiten, DG normal auf DE und gleich der gegebenen Höhe, 
60 parallel mit DE, der Winkel EDC gleich der Hälfte des 
gegebenen Winkels c, NA ſei in der Mitte von DO normal, 
MB in der Mitte von CE; dann ift ABC das verlangte 
Dreieck. 

§. 439. Aufgabe. 

Ein Dreieck zu zeichnen, wenn die Summe aller Seiten, 
ein Winkel und die Höhe, welche zu der ihm gegenüberſtehen⸗ 
den Seite gehört, gegeben ſind. 

Auflöſung. Es ſei Fig. 185 ABC das Dreieck, a der 
gegebene Winkel, EG die Höhe zur Seite AB. 

Nimmt man BE gleich BC, Ab gleich A0 an, ſo iſt 
DE die gegebene Summe aller Seiten. Denkt man ferner 
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den Kreis, welcher um das Dreieck EDC liegt, und iſt M der 
Mittelpunkt deſſelben, fo find die Winkel MDC und MCD ein⸗ 
ander gleich, und da auch die Winkel ADC und 400 gleich 
ſind, ſo iſt der Winkel MDA gleich dem Winkel MCA, eben 
fo der Winkel MEB gleich dem Winkel MB. Die Summe 
der beiden Winkel MDA und MEB iſt daher gleich , und 
weil MD gleich ME iſt, fo find beide Winkel gleich, folglich 
iſt jeder . 

Man conſtruire daher EG normal auf der gegebenen 
Summe aller Seiten DE, und gleich der gegebenen Höhe, 
ziehe 60 parallel mit ED, mache jeden der Winkel DEM und 
EDM gleich der Hälfte des gegebenen Winkels er, beſchreibe 
mit MD den Bogen DE, ziehe nach feinem Durchſchnittspunkt 
C mit 60 die Sehnen DC und EC, errichte in deren Mitte 
die Normalen NA und OB, und ABC iſt das verlangte 
Dreieck. Durch C' kann man ein zweites, dieſem congruentes 
Dreieck bekommen. 


$. 440. Aufgabe. 

Ein Viereck zu conſtruiren, zu welchem gegeben ſind: zwei 
Seiten, der von ihnen gebildete Winkel, und die beiden Winkel, 
welche von der Diagonale, die durch die Spitze des erſten 
Winkels geht, mit den anderen Seiten gebildet werden. 

Auflöſung. Es ſei Fig. 186 ABCD das Viereck, AB 
und AD mögen die gegebenen Seiten, a, 5, 7 die gegebenen 
Winkel ſein. 

Wird der Kreis gedacht, welcher durch die Punkte B. C, D 
geht, ferner die Sehne ED und die Tangente FD, fo iſt der 
Winkel BDE gleich A, und der Winkel EDF gleich 5. 

Man conſtruire daher das Dreieck ABD, zu welchem man 
die beiden Seiten AB und Ab und den Winkel a hat, mache 
den Winkel BDE gleich A, den Winkel EDF gleich 5, conſtruire 
den Kreis, für welchen D Tangente iſt, und deſſen Periphe⸗ 
rie durch B geht, ziehe durch den Durchſchnittspunkt E und 
durch A die Linie AE bis C, und ABCD iſt das verlangte 
Viereck. 

Je nachdem der Winkel 8 kleiner oder größer iſt als der 
Winkel BDA, fällt der Punkt E auf CA oder auf die Ver⸗ 
längerung von CA über A hinaus. Sit der Winkel A gleich 
dem Winkel BDA, ſo liegt das Viereck in einem Kreiſe, und 
die Aufgabe iſt unbeſtimmt. 

Dieſe Aufgabe heißt die Pothenotſche Aufgabe. Sie 
iſt in der praktiſchen Geometrie von Wichtigkeit. 
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§. 441. Aufgaben. 

1) Es iſt Fig. 187 ein Halbkreis gegeben, man ſoll in 
demſelben ein Quadrat conſtruiren. 

Auflöſung. Es ſei ABCD das Quadrat. Man denke 
irgendwo FG normal auf dem Durchmeſſer, und durch den 
Mittelpunkt M die Linie MC. Dann verhält ſich 

MB: BC = MF: FG. 
Es 1 15 das Doppelte von MB, mithin FG das Doppelte 
von MF. 

Man conſtruire daher eine Normale FG, doppelt ſo groß 
als MF, und ziehe MG; der Punkt C, in welchem die Peripherie 
und die Linie MG ſich ſchneiden, iſt eine Ecke des Quadrats. 

2) Es iſt Fig. 188 ein Dreieck ABC gegeben, man ſoll in 
demſelben ein Quadrat conſtruiren. 

Auflöſung. Man nehme E beliebig auf AC, errichte 
ED normal, conſtruire DF parallel A0 und gleich DE, und 
ziehe AF. Der Durchſchnitt F“ zwiſchen AF und BC iſt ein 
Eckpunkt des verlangten Quadrats, wie erhellet, wenn man A 
als Aehnlichkeitspunkt betrachtet. 


§. 442. Aufgabe. 

Man ſoll bei einem Spieltiſch den Drehpunkt beſtimmen. 

Auflöſung. Der Drehpunkt 0 Fig. 189 iſt dergeſtalt 
zu beſtimmen, daß das Rechteck ABCD, welches ein halbes 
Quadrat iſt, um 0 gedreht, in die Lage A’B’C’D’ gerathe, bei 
welcher AD’ gleich iſt DC“. Damit AB in die Lage A’B' 
komme, muß 0 gleichweit entfernt ſtehen von AB und von A B', 
alſo in der Halbirungslinie des Winkels AEF, d. h. in der 
Diagonale DE des Quadrats AEF D ſich befinden. Und da⸗ 
mit AD in die Lage A’D’ gerathe, muß O gleichweit von AD 
und A’D’ liegen, alſo in der Linie, welche den Winkel bei D’ 
halbirt; und dieſe geht von D' nach der Mitte N von EF. 
Q ift daher Durchſchnittspunkt der Diagonalen des Quadrats 
über EN, und es iſt EO der vierte Theil von ED, 


§. 443. Aufgabe. 
Es iſt Fig. 91 ein Kreis gegeben, außerhalb deſſelben ein 
Punkt Y, man ſoll von J aus die Tangenten an den Kreis 
legen, ſich dazu aber lediglich des Lineals bedienen. 
Auflöſung. Man ziehe drei beliebige Secanten IB, 1D, 
YH, die Linien AD, BC, AH, BG, ferner EK, fo iſt dies Po⸗ 
lare zu 1; und man darf nur die Durchſchnittspunkte zwiſchen 
dem Kreiſe und der Polare mit 1 verbinden, um die Tangen⸗ 
ten zu erhalten. f 
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Will man für einen in einer Kreislinie gegebenen Punkt 
eine Tangente conſtruiren, bloß durch Zeichnen gerader Linien, 
ſo iſt ein Verfahren aus §. 270 2) zu entnehmen. 


§. 444. 

In dem Dreieck ABC Fig. 190 ſei DE parallel AB. 
Man ziehe BD, dann EA und CF’, ferner EF und CG“, EG 
und CH’, u. ſ. w., und es find BF, BG, BH u. ſ. w. beziehlich 
2, 3, 4 u. ſ. w. von AB. 

BF iſt 3AB nach §. 212. In dem vollſtändigen Viereck 
CE GF“ iſt die Diagonale BF harmoniſch getheilt; deshalb ver⸗ 


ält ſi 
15 F: GF = AB: GB = 2AF: GB 
und es folgt 
26 F 
alſo BG =.3BF = 4AB. 
Weiter iſt in dem vollſtändigen Viereck CEH’G’ die Diagonale 
BG harmoniſch getheilt; deshalb verhält ſich 
FG: HG = FB: HB = 3 FG: HB 
folglich iſt 


BH = 36H 
BH = 
U. ſ. w. 


Zehntes Kapitel. 
Berechnungen. 


F. 445. Aufgabe. 
Die Zahlen a, b, c find als die Maaße der drei Seiten 
eines Dreiecks gegeben, man ſoll ſeinen Inhalt berechnen. 
Auflöſung. Es ſei Fig. 191 die Linie x normal auf 
der Seite a. Der Inhalt des Dreiecks iſt alsdann 
AX 


—— 


2 
und es kommt darauf an, x zu ermitteln. Für x bietet ſich 
die Gleichung dar f 
. x? = b?—y? 
Je nachdem der » gegenüberſtehende Winkel a ſpitz ift oder 
ſtumpf, hat man nach F. 119 oder §. 120 
c? = a ＋ bg 2a 
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Hieraus folgt 


ya a bc 
2a 
982 (a’+b?— 5) 
N 


Dieſer Ausdruck für y behält Giltigleit, auch wenn der Win⸗ 
kel « ein rechter iſt; denn alsdann verſchwindet y, und es iſt 
+b= c. Man ſubſtituire ihn oben, und es entſteht 
. pe ( b. .. 

4a“ 


* Va 
Den eben erhaltenen Ausdruck für die Höhe x ſetze man in 
J dadurch ergiebt ſich für den Inhalt des Dreiecks 


J. 4Y4a!b?’— (a?-+ b c?)? 
Dem Radicanden läßt ſich eine für die Berechnung be- 
quemere Geſtalt geben. Es iſt nämlich 
4a°?b?’—(a?+b’—c?)’ = 2ab Fa b—'IIZzab— a- bc. 
= |(a+b)*—c?][e”— (a—b)? 
= (a+b+c)(a+b—c)(c+a—b)(c—a+b) 
Daher drückt ſich der Inhalt des Dreiecks auch aus durch 


II. 4y(a+b-+c)(a+b—c)(a—b+.c)(—a+b+c) 

In dieſem Ausdruck erſcheinen die Buchſtaben a, b, c in glei⸗ 
cher Weiſe; und der Inhalt des Dreiecks hängt von den Sei⸗ 
ten in gleicher Weiſe ab. 

Ausdrücke, in welchen die Buchſtaben in gleicher Weiſe 
vorkommen, nennt man ſymmetriſch. Symmetriſche Aus⸗ 
drücke ändern ſich nicht, wenn man die Buchſtaben in ihnen 
beliebig mit einander vertauſcht. 

Die Formeln I. und II. find dem Gedächtniß einzuprägen. 
Sie kommen oft zur Anwendung. 


8. 446. Aufgabe. 

Die Zahl a ſei das Maaß der dritten Seite eines gleich 
ſchenkligen Dreiecks, das Maaß einer jeden der beiden glei⸗ 
chen Seiten ſei die Zahl b, man ſoll den Inhalt des Dreiecks 
beſtimmen. 

Auflöſung. Nach der Formel II. im vorigen Para⸗ 
graphen iſt der Inhalt gleich 


X 
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1Y(a+b+b)(a+b—b)(a—b+b)(—a+b+b) 
Oba) ba). 


4 
§. 447. Aufgabe. 

Die Zahl a ſei das Maaß einer jeden von den Seiten 
eines gleichjeitigen Dreiecks, man ſoll den Inhalt des Dreiecks 
beſtimmen. N 

Auflöſung. Man ſetze in der Formel II. in §. 445 a 
ſtatt b und ſtatt o; dadurch ergiebt ſich der Inhalt des Drei⸗ 
ecks gleich 


1 a? 
ıy3a-a-a-a = 7V3 


§. 448. Aufgabe. 
Die Seite eines gleichſeitigen Dreiecks zu finden, deſſen 
Inhalt q iſt. 
Auflöſung. Man hat nach 8. 447 für die Seite x die 
Gleichung 


x” 
125 
5 4 3 —— 
Aus ihr folgt x = 75 = 27. = 3734/3. 


§. 449. Aufgabe. 


Das Maaß der gleichen Seiten eines gleichſchenkligen 
Dreiecks zu berechnen, deſſen Inhalt q und deſſen dritte Seite 
a iſt. 

Auflöſung. Für das Maaß x jeder der gleichen Sei⸗ 
ten hat man nach §. 446 die Gleichung. 


E 
TVT 1 
Aus derſelben folgt 
* 4 h 1 e 
x 5,V16q°+ a“. 
§. 450. Aufgabe. 


Die dritte Seite eines gleichſchenkligen Dreiecks zu berech⸗ 
nen, wenn jede der gleichen Seiten b, und der Inhalt q iſt. 

Auflöſung. Man hat für die dritte Seite x die 
Gleichung 


V@bFx) ee — 0 
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Aus ihr folgt a 

j ab 16g 
x'—4b’x’+16qg’ = 0 

x = y2b’+Y4b*—16g° 


= yalb’=Y(b°’+29)(b’—2q)] 

Es gelten beide Vorzeichen. Denn es giebt zwei gleich⸗ 
ſchenklige Dreiecke, deren Inhalt q iſt, und die d als Maaß 
jeder der gleichen Seiten haben, das eine mit einer größeren 
dritten Seite und geringeren dazu gehörigen Höhe als das 
e und beide liefern dieſelbe Gleichung für ihre dritte 

eite. 

Der Ausdruck für x wird imaginär, ſobald 24>b*. 
Der größte Werth des Inhalts q ift daher zb'; d. h. der 
größte Inhalt, welchen das Dreieck bekommen kann, iſt die 
Hälfte des Quadrats über b. Iſt q = 4b”, ſo verſchwindet 
die innere Wurzel und es wird 

x = yY2b? — Yb’+b® 
woraus erhellet, daß alsdann die gleichen Schenkel einen rech⸗ 
ten Winkel einſchließen. 


§. 451. Aufgabe. 
Zwei Seiten eines Dreiecks ſind a und b, der Inhalt 

iſt q, die dritte Seite zu berechnen. 
Auflöſung. Es bezeichne x die dritte Seite. Dann 
iſt nach §. 445 J. 5 
Aab (a + b 


Hieraus folgt ! 
16d = 4a!b’—(a?+b’—x?)’ 
a’+b?’— x? = ab Aq. 
x = Vabeg 2/(ab ＋ 20) (ab — 24). 
Es gelten beide Vorzeichen. 
Der Ausdruck für x wird imaginär, wenn 29 O ab iſt; 
deshalb darf g höchſtens gleich Jab gegeben werden, und als⸗ 


dann iſt 
Xx = ya’+b’ 


d. h. das Dreieck ift rechtwinklig und feine Katheten find a 
d 


und b. 
§. 452. Aufgabe. 
Die Zahlen a, b, o ſeien als die Maaße der Höhen eines 
Dreiecks gegeben, man ſoll die Seiten und den Inhalt deſſel⸗ 
ben berechnen. 
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und hieraus folgt 
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e Es iſt Fig. 192 


A * by 
denn jedes iſt der doppelte Inhalt, eben ſo 
2) ax = cz 


und 3) ax = 4y(x+y+2)(&+y—2) (&—y-+2)(—x+y+2) 
Aus 1) folgt 


AX 
N 

aus 2) 
2 2 


0 
dieſe Werthe ſubſtituire man in 3); dadurch entſteht 
Dax ax ax ax ax ax ax ax 

ler HT Nett tr 
14 2ab' o? 

10 Y(ab-Fac+be) (ab Tacho) (ab—ac+be)(—ab-+ac+be) 

Es iſt nicht ſchwer einzufehen, daß y erhalten wird, wenn 

man in dem für x gefundenen Ausdruck überall a und b ver- 


tauſcht, und 2, wenn man a mit e verwechſelt. Dadurch er⸗ 
hält man ſogleich 


2a’be*? 
12 7 (ab ac be) (ab ac be) (ab—ac+be)(—ab-+ac+be) 
4 2a r bie! 
ab Tac Fe) (ab-+Fac—be) (ab—ac+be) (Hab Tac be) 
Um den Inhalt des Dreiecks zu erhalten, multiplicire 
man eine der gefundenen Seiten mit der zugehörigen Höhe, und 
dividire das Product durch 2. Der Inhalt ergiebt ſich gleich 
| a°b’c? 
Y(ab + ac + be) (ab ac be) (ab—ac-+be)(—ab-+ ac-+be) 


§. 453. Aufgabe. 

Die Maaße zweier Seiten eines Dreiecks ſeien die Zah— 
len a und b, das Maaß der Mittellinie zur dritten Seite 
ſei c, man ſoll die dritte Seite und den Inhalt des Dreiecks 
berechnen. 

Auflöſung. Man hat für die dritte Seite x die 
Gleichung d 


2 
a Fb = 207 2 
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und aus ihr folgt 
x = Y2(a’+b?—2c°) 

Den Inhalt des Dreiecks zu beſtimmen verlängere man 
Fig. 193 die Mittellinie EG, und mache GH gleich EG. Das 
Dreieck GFH iſt dem Dreieck GDE congruent. Das Dreieck 
EFH iſt deshalb gleich dem Dreieck DEF, und der Inhalt des 
Dreiecks EFH, alſo auch der des Dreiecks DEF, drückt ſich aus 
durch b 

1 Y(a+b+2c) (a+b—2c)(a—b-+2c)(—a+b+2c) 

Daſſelbe kann man durch die Formel §. 445 J. erhalten, 

wenn man ſtatt c den Werth von K ſubſtituirt, und reducirt. 


§. 454. Aufgabe. 

Die drei Mittellinien eines Dreiecks find gleich a, b und c 
gegeben, man ſoll die Seiten und den Inhalt des Dreiecks 
berechnen. i 5 

Auflöſung. Man hat bei Fig. 194 für die Seiten x, 
y, 2 die Gleichungen: x 

1) x’ y. = 20° + 
2 . 2 2 1 
2) Y+tz!=2a 1% 


2 
3) X = 2b . 


oder 4) + U . 


I 


6) + art 2b* 


Man addire dieſe drei Gleichungen, das liefert 
7) x’+y’+2z? — za b 0 
Von der Gleichung 7) ſubtrahire man die Gleichung 4); da⸗ 
durch entſteht ˖ 
32’ = gab. — ze? 
2 = a 2b — 0 
Hieraus ergiebt ſich, wenn man y ſtatt 2 ſetzt und b mit 
o vertauſcht 
y = Maia — b! 2c 
und wenn man x ſtatt 2 ſetzt und a mit o vertauſcht 
x = abc“ 
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Die Werthe von y und x ergeben ſich auch, wenn man 
die Gleichung 6), und dann die 5), von 7) ſubtrahirt. 

Es iſt noch der Inhalt des Dreiecks DFG zu beſtimmen. — 
Das Dreieck DFG iſt das Dreifache des Dreiecks DNG. Von 
dieſem hat man die beiden Seiten DN und GN und die Mittel- 
linie NO der dritten Seite. Nach dem vorigen Paragraph iſt 
der Inhalt des Dreiecks DNG gleich 


4Y(#0+3b+2-3a) (4°+3b-2-3a) (3c-3b+2-3a) (-30+3b+2-32) 
= 4-3/(a+b+c)(a+b—c)(a—b+c)(—a+b+c) 
alfo der Inhalt des Dreiecks DFG 
4/(a+b+c)(a+b—c)(a—b+c)—a+b+e) 
Daſſelbe Reſultat ergiebt ſich vermittelſt der Formel I. 
in Paragraph 445. i 
§. 455. Aufgabe. 


Die vier Seiten eines Trapezes ſeien a, b, e, d, man 
ſoll den Inhalt des Trapezes berechnen. 
Auflöſung. Es ſei die Linie x normal auf der Seite a 
Fig. 195. Der Inhalt des 7 iſt alsdann gleich 
ort 


X 


2 
Man denke HN parallel GE, fo ft HN = c, NIL = ab, 
x zugleich Höhe für das Dreieck NHL. Nach F. 445 iſt 
en = 4 (a-b+c+d)(a-b-+Fc-d) (a-b-c+d)(-a+b+c+d) 
hieraus folgt 
a 5 V(a-b+c+d)(a-b-+0-d)(a-b-c+A)-aFb+c+d) 


Dieſen Werth ſubſtituirt man oben, und es entſteht für den 
Inhalt des Trapezes 


ey (a-b+o-Fd)(a-b+c-d)(a-b-c+ä)-aFb+cHe) 
jr noch geſetzt werden kann 
N ALCHECDEGICH ECT -. d 


§. 456. Aufgabe. 
Die Maaße der vier Seiten eines Vierecks, welches in 


einem Kreiſe liegt, find die Zahlen a, b, e, d, man ſoll den 


Inhalt des Vierecks, ſeine Diagonalen und den Radius des 
Kreiſes beſtimmen. 

Auflöſung. Man verlängere Fig. 196 die Seiten FG 
und EH bis zu ihrem Durchſchnitt K. Die Dreiecke EFK 
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und GHK find ähnlich, denn es iſt & gleich e, weil jeder die⸗ 
ſer Winkel den Winkel 8 zu einem geſtreckten ergänzt, und 
Z.K iſt gemeinſchaftlich. Es verhält ſich daher 
AEFK: AGHK = b': d' 
EFK-— GHK: GHK = b?’— d': d' 
oder EFGH: GHK = b?— d': d“ 
und hieraus folgt, daß der Inhalt des Vierecks gleich iſt 


2 wu - AGHK 
Der Inhalt des Dreiecs Ci iſt aber gleich 
PP 
— KWA I= =I dN 


Zur Beſtimmung von x und y hat man die Proportionen 
x:d=c-+y:b 


Aus ihnen folgt 


by — dx = ad 
Man addire die letzteren Gleichungen, und es entſteht 
b(x+y)—d(x+y) = (a) d 
x+y= — 7 d 
Ferner ſubtrahire man die zweite dieſer Gleichungen von der 
über ihr ſtehenden, das liefert 
b(x—y)+ RN = (c—a)d 
x— re | 
I 5 ＋ d 
Die Werthe für X y und X— ſetze man in den Ausdruck 
für den Inhalt des Dreiecks GHK; er geht über in 


W060 740U— Een) ) 


4 ey (a+b+c-d) (a+b-c+d) (a-b+c+d)(-a+b+c+d) 


und ſubſtituirt man dieſen Ausdruck für das Dreieck GHK in 
dem oben ſtehenden Ausdruck für den Inhalt des Vierecks, ſo 
erhält man den Inhalt deſſelben gleich 
+Y (a+b-+c—d) (a+b—c+d) (a—b+c+d)(—a+b+c4d) 
Wir haben bei der Herleitung dieſer Formel angenom⸗ 


men, daß zwei gegenüberſtehende Seiten des Vierecks verlän⸗ 
gert ſich ſchneiden; es fragt ſich daher, ob die Formel den 
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Inhalt liefert, wenn die gegenüberſtehenden Seiten parallel 
ſind. In dieſem Fall wären die gegenüberſtehenden Winkel 
gleich, und da ſie ſich zu einem geſtreckten Winkel ergänzen, ſo 
müßte jeder ein rechter Winkel, das Viereck ſelbſt alſo ein 
Rechteck ſein. Dann wäre ſein Inhalt gleich ab, und weiter 
c gleich a, und d gleich b. Und ſetzt man in der gefundenen 
Formel a ſtatt o, und b ſtatt d, fo geht fie über in 


4y2a-2b-2a-2b 
= ab! = ab 
Sie ift daher auch für dieſen Fall giltig. 


Für die Diagonalen 2 und et des Vierecks hat man die 
Gleichungen 


iz = ac+bd 
2 ad ＋ be 
2 ab ＋ cd 


Man multiplicire beide mit einander, das liefert 
1 — (ac+bd) (ad bo) 
ab ed 
dividirt man die erſte durch die zweite, ſo ergiebt ſich 


hen (ab ed) (ac bd) 


ad be 
; _ „/(ac+bd)(ad-++be) 
alſo iſt t e nuaser 
lab ged) (ac bd) 
1 e 


Eine Gleichung für den Radius r des Kreiſes ergiebt ſich, 
wenn man den Inhalt des Vierecks mit Hilfe von r ausdrückt, 
und den r enthaltenden Ausdruck für den Inhalt dem ſchon 
gefundenen gleich ſetzt. 8 


Der Inhalt des Dreiecks EFG iſt gleich nes, der des 


ad 
Dreiecks Ell gleich r folglich der des Vierecks gleich 


ad be 2 1 
— Daher hat man für r die Gleichung 


(ad-+be)z 
4 


— r 
— 47 (atb+—A)(arb—c+d)(a b-reHd)arbFeHd) 
455 Geometrie. 1. er ar )(a e a+b-+c+d) 
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Aus ihr folgt a 
R RE NL, 
Y(a+b-+c—d) (a+b—c+d)(a—b-Fc+d)(—afb+cHd) 
Für 2 fee man den oben gefundenen Werth, und es entſteht 
Rau: (ab-+cd)(ac+bd)(ad-++be) 
(arb d) (a+b—c+d) (a—b-+c+d)(—a+b+c+d) 
§. 457. Aufgabe. 

Die vier Seiten eines Vierecks, welches in einem Kreiſe 
und zugleich um einen Kreis liegt, ſeien a, b, c, d, man ſoll 
den Inhalt des Vierecks berechnen, den Radius des Kreiſes, 
in welchem das Viereck liegt, und den Radius des Kreiſes, 
um welchen es liegt. 

Auflöſung. Da das Viereck in einem Kreiſe liegt, iſt 
ſein Inhalt gleich Ben 

+ (a+b+c—d) (a+b—c+d)(a—b+c+d)(—a+b+c+d) 
Weil es um einen Kreis liegt, iſt 
a+c = b+d 
unter a und e die Maaße zweier gegenüberſtehenden Seiten 
gedacht. Und ſetzt man in der Formel für den Inhalt überall 
b+d ſtatt are und ac ſtatt bd, fo geht fie über in 
ıy2b-2a-2d-2c = Yabcd 

Für den Radius des Kreiſes, in welchem das Viereck liegt, 

ergiebt ſich nach dem vorigen Paragraph 
1 /(ab Ted) (ac be) (ad be) 
> abed 
Für den Radius x des Kreiſes, um welchen das Viereck 


liegt, hat man, weil r gleich dem Inhalt iſt, die 
Gleichung 6 
Dramen Bu — yohed 
f 2 )abed 
Aus ihr folgt X 2 ab FF d 

oder da a+c = b+d 

__ Yabed A Yabcd 

BE HH 


§. 458. Aufgabe. 
Das Maaß des Radius eines Kreiſes ſei die Zahl r, 
man ſoll die Seiten und die Inhalte der conſtruirbaren regu⸗ 
lären necke berechnen, welche in oder um dieſen Kreis liegen. 
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Auflöſung. 1) Es ſei Fig. 197 AB die Seite des regu⸗ 
lären Dreiecks, welches in dem Kreiſe liegt. Man denke vom 
Mittelpunkt M die Linien MA und MB; der Winkel AMB iſt 
gleich ZR. Man verlängere AM bis C; der Winkel BMC it 
gleich ZR, das Dreieck MBC daher gleichwinklig und deshalb 
BC gleich r. Und weil der Winkel ABC ein rechter iſt, fo hat 
man für die Seite x des regulären Dreiecks die Gleichung 

x T' = (er)“ 
Aus ihr folgt x= 73. 

2) Es bezeichne y die Seite des regulären Vierecks, wel⸗ 
ches in dem Kreiſe liegt. — Man denke nach den Endpunkten 
derſelben die Radien gezogen. Es entſteht ein rechtwinkliges 
Dreieck, in welchem y die Hypotenuſe, und jede Kathete gleich 
r iſt. Man hat daher 

y > rr? — 2r? 
y= ry 2. 

3) Es bezeichne 2 das Maaß der Seite des regulären 
Zehnecks, welches in dem Kreiſe liegt. Nach §. 377 findet die 
Proportion Statt 


Aus ihr folgt 


r: 2 = zr — 2 
Z T2 = 


17 
2 2 27 EN Ts 
RER TE G ) EB) 
Die Wurzel darf nur pofitiv genommen werden, weil ſonſt z 
negativ ausfallen würde. Man hat daher 
— L 15 2 
1 e U. 
—1+y5 
ER Rs, Kara eat N 
4) Es fei 1 das Maaß der Seite des regulären Fünfecks 
in demſelben Kreiſe. Nach §. 262 hat man die Gleichung 


er 
= Bu +1] r* 
4 


5 | 3 
folglich iſt we ry 3 


oder, wenn man den Nenner lieber rational ſieht, 
1 2 6 — 5 


13⸗ 
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5) Hätte man eine Formel, durch welche ſich die Seite 
des regulären 2neds in einem Kreiſe angeben ließe, ſobald die 
Seite des regulären necks in dem Kreiſe bekannt wäre, ſo 
würde man durch die Seite des Zehnecks die des Zwanzigecks 
berechnen können, durch die Seite des Zwanzigecks die des 
Vierzigecks u. ſ. w., eben ſo durch die Seite des Vierecks die 
Ru Achtecks, durch die Seite des Achtecks die des Sechzehnecks 
u. ſ. w. u. ſ. w. 

Es ſei Fig. 198 p die Seite des regulären necks; der 
Mittelpunktswinkel AMB ſei durch MC in zwei gleiche Theile 
getheilt. Die Linie q iſt dann die Seite des regulären 2necks; 
Me iſt normal auf AB, und D die Mitte von AB. Der In⸗ 
halt des Dreiecks MCB drückt ſich aus durch 


2 
4 
der Inhalt deſſelben Dreiecks iſt ferner gleich 


TVEr dr) 
man hat daher die Gleichung 
r= qy4r’—q’ 
Wird aus derſelben q entwickelt, fo erhält man eine Formel, 
welche die Seite des 2necks liefert, wenn die des necks be— 
kannt iſt. 
Aus der Gleichung folgt 
q’—Ar’q? 22 r 
q = r'. = Vr pere 
Die Seite g des regulären 2necks im Kreiſe iſt beim Sechseck 
dem Radius gleich, bei den weiteren Lnecken kleiner als der 
Radius, welches aus §. 76 folgt. Es iſt alſo q r, und 
da y2r?>r iſt, fo erhellet, daß die innere Wurzel negativ 
genommen werden muß. 
Man hat demnach i 
q = Yr(2r—YAr’—p?) 

Man ſetze hier ſtatt p das Maaß der Seite des regulä⸗ 
ren Dreiecks, nämlich 73, fo iſt q das Maaß der Seite des 
regulären Sechsecks; dieſe iſt daher gleich 

Yr(2r— yAr?— 3r) 
= r rr) = r 
welches ſchon aus §. 261 bekannt iſt. 
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Setzt man ſtatt p die Seite des regulären Sechsecks, ſo 
iſt q die des Zwölfecks; dieſe iſt alſo gleich 
Vr(2r — Var; r. 


= 172 —73 
u. ſ. w. 


6) Es ſeien Fig. 199 die Sehnen m unden gegeben, 
und BD ſei Durchmeſſer. Für die Sehne x, welche zur Diffe⸗ 
renz der Mittelpunktswinkel der Sehnen m und n gehört, 
hat man die Gleichung 

21x nz = my 
während y= fAır n 
und z = Mir m 
ift, jo daß folgt 
m Ar -n Ar m? 
2r 

Setzt man hier ſtatt m die Seite des Sechsecks, ſtatt n 
die des Zehnecks, ſo erhält man die Seite des Funfzehnecks. 
Durch ſie kann man vermittelſt der Formel in 5) die Seite 
des Dreißigecks u. ſ. w. finden. d 

7) Der Inhalt eines regulären necks drückt ſich aus 
durch das halbe Product des Umfangs in den normalen Ab- 
ſtand einer der Seiten vom Mittelpunkt des Kreiſes, in wel— 
chem das neck liegt. Iſt a die Seite des necks, r der Radius 
des Kreiſes, in welchem es liegt, ſo iſt der normale Abſtand 
des Mittelpunkts von einer Seite gleich 


17 — 
= rare) 

folglich der Inhalt des necks gleich 
5 J T 


8) Sollte man die Seite x eines regulären necks berech— 
nen, welches um einen Kreis liegt, deſſen Radius er ift, fo be— 
rechne man zuerſt die Seite a des regulären necks, das in bie- 
ſem Kreiſe liegt. Aus der Proportion Fig. 20 

a: Xx = MH: MG 


5 
— 7.4 zr 
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erhält man dann 
2ar 
x= 5 
Vera) (21 a) 
Der Inhalt beſtimmt ſich nach §. 272. 5 a 
Später werden wir auf einfacherem Wege die Seite und 
den Inhalt eines jeden regulären necks berechnen können, wenn 
der Radius des Kreiſes, in oder um welchen es liegt, gege- 


ben iſt. a 
8. 459. Aufgabe. 
Die Maaße der drei Seiten eines Dreiecks find a, b, c, 
es ſoll der Radius des Kreiſes berechnet werden, in welchem 
das Dreieck liegt. 
Auflöſung. Man bezeichne den Radius mit x. Der 


Inhalt des Dreiecks drückt ſich aus durch 15 Daher hat 
men, für x die Gleichung 

A = bbb AT be 
alſo 


abe 
= u 
Yla+b+e)(a+b—ce)(a—b+c)(—a+b+c 
§. 460. Aufgabe. 

Die drei Seiten eines Dreiecks find a, b, c, es ſoll der 
Radius eines jeden der Kreiſe berechnet werden, welche die 
Seiten des Dreiecks berühren. 

Auflöſung. Man bezeichne den Radius des Kreiſes, 
welcher in dem Dreieck liegt, mit y. Der Inhalt des Dreiecks 


drückt ſich aus durch (ab hop. und man hat die Gleichung 


2 7 

a+b+c — — — — — 
5 Y = babe be af e 

Aus ihr folgt 5 

1 e 
2 abe 

Es ſei Fig. 201 y’ der Radius des Kreiſes, welcher die 
Seite e und die Verlängerungen der beiden anderen Seiten 
berührt, M der Mittelpunkt dieſes Kreiſes. Der Inhalt des 
7 


’ 
Dreiecks DMF ift gleich —, der des Dreiecks DME gleich 57 


7 
und der des Dreiecks EMF gleich * Der Inhalt des Drei⸗ 
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ecks DEF iſt daher 
a+b—c 


7 


2 

und man hat für y’ die Gleichung 
a+b—c FCC 

an 2 y’ = 4Y(a+b+c)(a+b—c)(a—b+c) (—a+b+c) 
aus welcher folgt 
8 /(a+b+e)(a—b+c)(—a+b+e) 

2) ERBE 

Durch Verwechslung der Buchſtaben findet ſich der Ra⸗ 


dius y“ des Kreiſes, welcher die Seite b und die Verlänge⸗ 
rungen der beiden anderen Seiten berührt, gleich 


1 „55 

5 a—b-+c Wr 
und daß der Radius y“ des Kreiſes, welcher die Seite a und 
die Verlängerungen von den Seiten b und «» berührt, ſich 
ausdrückt durch 


i (a+b+c)(a+b—e)(a—b-+ec) 
y —a+b+c 


§. 461. Aufgabe. 
Multiplicirt man die Ausdrücke für die Radien dieſer 
vier Kreiſe mit einander, ſo entſteht 
16 (a Fb go) (a gb -e) (a- be) ( - agbꝗ c) 
und nimmt man hieraus die zweite Wurzel, ſo erhält man 
ıY(a+b+e)(a+b—e)(a—b+e)(—a+b+c) 
welches der Juhalt des Dreiecks iſt. Dieſer drückt fich dem⸗ 
nach aus durch 
Yyy'y'y" 


§. 462. Aufgabe. 

Die Zahlen a und b ſeien die Maaße zweier Seiten 
eines Dreiecks, e ſei das Maaß der Linie, welche den Win⸗ 
kel in zwei gleiche Theile theilt, den jene Seiten bilden; es 
ſoll die dritte Seite und der Inhalt des Dreiecks berechnet 
werden. 

Auflöſung. Die Stücke der dritten Seite Fig. 202 mö⸗ 
gen x und y bezeichnen. Man hat die Gleichungen: 
xy = ab- c (8. 263) 
XV = a: 
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Man multiplicire beide Gleichungen mit einander; das liefert 
* * V (ab—c?) 
und dividire die erſte Gleichung durch die zweite, fo er- 

giebt ſich 
b 
y- 72 (ab —c*) 
Die dritte Seite DF iſt daher gleich 
„ 
U 0 —— 7 (ab — c?) 


(Haar 


- Ta=e 
alſo entſteht für die dritte Seite 
6 
Oder man ſetze an 
x(v—x) = ab c 


x: v— x = a: b 
Aus der zweiten Gleichung folgt 


ih 
Dieſen Werth ſubſtituire man in der erſten; es entſteht 
a (ab- a) v' = (a+b)’(ab—c”) 

und daraus ergiebt ſich für die dritte Seite v der oben ge- 
fundene Werth. 

Um den Inhalt des Dreiecks zu finden, verlängere man 
EF über E hinaus, und mache die Verlängerung gleich a. 
Die Dreiecke DEF und DEN haben, wenn man FE und EN 
als Grundlinien betrachtet, gleiche Höhen; deshalb ver— 


hält ſich 
ADEF:ADEN = b:a 
und hieraus iſt DEF = DER 
Der Inhalt des gleichſchenkligen Dreiecks DEN ift gleich 


2 ＋ 2) (Za) 
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Es iſt z parallel mit c, daher hat man die Proportion 
c:z.= b:a-+b 


Aus ihr folgt 2 + (a+-b) 


Den Werth für z ſubſtituire man, und es ergiebt fich der 
Inhalt des Dreiecks DEN gleich 


15 %% UI EF AY Ile a +»)] 


— ta (a+b) Y[2ab+(a-+b)e][2ad—(a-+b)e] 
Folglich iſt der Inhalt des Dreiecks DEF gleich 
cb J e ab (aF bhef 
Der Ausdruck für den Inhalt des Dreiecks DEF ergiebt 
ſich auch, wenn man in der Formel §. 445 J. ſtatt e den für 
DF gefundenen Werth ſetzt, und dann reducirt. 


§. 463. Aufgabe. 
Der Inhalt eines rechtwinkligen Dreiecks ſei a, die Hy⸗ 
potenuſe b, man ſoll die Katheten berechnen. 
Auflöſung. Die Katheten mögen durch x und y be- 
zeichnet werden. Man hat die Gleichungen 
xy = 2a (jedes iſt der doppelte Inhalt) 
x°® +y? — 2 
Man multiplicire die erſte Gleichung mit 2, addire ſie zur 
zweiten, und ſubtrahire ſie dann auch von ihr, das liefert 
x+ty = yb’+4a 
x—y = b Aa 
Beide Gleichungen addire man, und ſubtrahire dann die letzte 
von der vorhergehenden, dadurch entſteht 


PDA /b. — 1 
e eee e 


7b Aa — yb’—4a 
e e 


§. 464. Aufgabe. 

Die Summe der beiden Katheten eines rechtwinkligen 
Dreiecks ſei a, die Höhe auf der Hypotenuſe ſei b; es ſollen 
die Seiten und der Inhalt des Dreiecks berechnet werden. 

Auflöſung. Man bezeichne die Katheten durch x und y, 
die Hypotenuſe ſei 2. Man hat die Gleichungen: 
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1) XY = a 
2) xy = bz 
3) x’+y? — 22 


Die zweite Gleichung werde mit 2 multiplicirt und dann 
zur dritten addirt, dadurch entſteht 
(x+y)* = z’+2bz 
Nach der erſten Gleichung iſt 
xy 2 — a? 
Dieſe Gleichung werde von der vorigen ſubtrahirt, das liefert 
2＋ 2b Z — a = 0 
und daraus folgt z = —btya’+b® 
Die Wurzel darf nur poſitiv genommen werden, weil die Hy⸗ 
potenuſe 2 nicht negativ ſein kann. 

Um x und y zu beſtimmen, potenzire man die erſte Glei⸗ 
chung mit 2, multiplicire die zweite mit 4, und ſubtrahire 
darauf die zweite von der erſten. Es entſteht 

X — ) — 2 — 40 
oder, wenn man für 2 den Werth ſetzt, und aus der Gleichung 
die zweite Wurzel nimmt 
x—y = Va Ab (b— a' gb) 
Die letzte Gleichung addire man zur Gleichung 1), und fub- 
trahire ſie von ihr, und es ergiebt ſich 


— m 


„ Lab 
r 
a— Ya? Ab (b— Va) 

* — e 


§. 465. Aufgabe. ö 
Der Inhalt eines rechtwinkligen Dreiecks ſei a, der Um: 
fang b, man ſoll die Seiten berechnen. 
Auflöſung. Die Katheten ſeien durch x und y bezeich- 
net, die Hypotenuſe durch 2. Man hat die Gleichungen 
I) x+ty+tz =b 
2) xy = 2a (jedes iſt der doppelte Inhalt) 
3) x' Yi = 22 
Man multiplicire die zweite Gleichung mit 2, und addire 
ſie zur dritten, das liefert 
4) (XY = 4a T2 
Man ſetze in der erſten Gleichung 2 auf die rechte Seite, und 
potenzire die Gleichung mit 2. Es eutſteht 
5) (X ＋ Y) = b — 2bz ＋z* 
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Dieſe Gleichung ſubtrahirt man von 4), dadurch ergiebt ſich 
O = 4a — b 2b· 
R b?’— 4a 
und hieraus 2 = 25 
Um x und y zu erhalten ſetze man in 1) 2 rechts; hin⸗ 
über 10 5 ſubſtituire dafür den gefundenen Werth; dadurch 
entſteht 


4a +b? 
6) xy = 35 
Die letzte Gleichung potenzire man mit 2 und ſubtrahire von ihr 
AX) = 8a 


und man erhält 
4a b? 


2 
— 2 — Rn 
—y) Sr; )—8a 
aT soon 
oder 7) x= = N 
Die Gleichungen 6) und 7) addire man, und nachher fub- 
trahire man auch 7) von 6), dadurch ergiebt ſich 
Aab Y(4a+b?)?—32ab? 
e 
4a Eb Y(4a+b?)’—32ab? 
3 
4a b?-+ Y(4a—b?)’—16ab? 
4b 
Aab Y(da—b?)?—16ab? 
es 4b 
§. 466. Aufgabe. 
Der Inhalt eines Dreiecks ſei a, der Umfang b, eine 
Höhe h, man ſoll die Seiten beſtimmen. 
Auflöſung. Bezeichnet man die Seiten mit x, y, 2 
und wird die gegebene Höhe auf der Seite x angenommen, fo 
hat man die Gleichungen 


und 1 


oder Xx 


1) xty+z = b 
2) hx = 2a 
a a = 4Y(x4y+z)(aty—z)(x—y+z)(xHytz) 
Aus der erſten Gleichung folgt y—2)(x—y+2)( Y) 
1 = b—-x—z 
aus der zweiten 
i l 
N 
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Man multiplicire die dritte Gleichung mit 4, quadrire fie dann, 
und ſetze darauf für y den Werth, für den Faktor x+y+z 
aber b; das liefert 

16a? = ee e — 2x) 


oder, wenn man für x den Werth fe 2 ſetzt, 
16a? — „ 


oder 16a rh? = b(b—2z)(4a-+2hz bh) (bh — 4a) 
Dieſe Gleichung dividire man durch b(bh — 4a), und 5 rechts 
die Klammern auf; dadurch ergiebt ſich 


Koh Aa rang hm Bya-naheti- ach 
b(bh—4a) —= 4ab+ z—b’h — Saz — Ahz + 2 
und hieraus folgt 
4h — (Abb 8a) 2 . bh. — Aube. c 0 
b(bh — 4a) 
bh—2a beh — Aab 4a°’h 
33 . P nn 
5 r 
An De ee) 5 — 4ab 4a°h 
Yin: 3 Ah b (bh a) 
2 Ta Ze dh 
2h h? b(bh—A4a) 
m bh—2a 2 1.7 4h“ 
2h h b(bh— 4a) 
_ bh—2a, a ¼ (Ph — 48) — Ah? 
2h h b(bh Aa) 


0 » ß́ .d 
Ni b(bh — 4a) 

Für y kann fich nichts anderes ergeben, weil es mit 2 
in gleichen Beziehungen ſteht. Daher gelten beide Vorzeichen 
der Wurzel. Läßt man für 2 das eine gelten, ſo liefert das 
andere y. Das Dreieck iſt deshalb gleichſchenklig, ſobald 

(b Ah) (b 2h) h - 4ab = 0. 


§. 467. Aufgabe. 
Eine Seite eines Dreiecks ſei a, die Höhen auf den au⸗ 
deren Seiten ſeien b und e; man ſoll die anderen Seiten und 
den Inhalt berechnen. 
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Auflöſung. Die zur Höhe b gehörige Seite ſei mit x, 
die dritte Seite mit y 1 Es iſt 
DX = Cy. 
Die Dreiecke DHE und FGE Fig. 203 ſind ähnlich, weil ſie 
den Winkel bei E gemeinſchaftlich haben und jedes rechtwinklig 
iſt. Deshalb verhält I 5 
E . 


EG = b:6 
Je nachdem der Winkel DEF ſpitz ift oder ſtumpf hat man 
FH EHE = x 
alſo HE = x—FH = x— ya’—b? 


GE = y—D6 = Y Va- 
Dieſe Werthe ſubſtituire man oben, und es entſteht 
x— VA b: y 7a - bse 
oder 2) by —ex = bya—e’—cya’—b? 
Aus 1) folgt 33 y= = 
Dies in 2) ſubſtituirt, liefert 
be 


Xx b/a - c Va- b⸗ 


0 
f _ DAL eb 
alſo iſt X r 
Den Werth von x ſubſtituire man in 3) und es entſteht 
_ be e , 
BUN: (be) (bc) 
Der Inhalt drückt ſich aus durch 
by(a+e)(a—c)—cyY(a+b)(a—b) b 
b) bb o) 2 


§. 468. Aufgabe. 

„Es iſt eine Seite eines Dreiecks gleich a, die zu ihr ge⸗ 
hörige Höhe gleich b, und noch eine Höhe gleich e gegeben, 
man ſoll die anderen Seiten berechnen. N 

Auflöſung. Es ſei x die zu » gehörige Seite, y die 
andere. Aus der Gleichung 
f ER | 

folgt we 2 


0 
Die Projection FG von der Seite EF auf der Seite DF 
Fig 204 drückt ſich aus durch 
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VX b 
- ya 


VDF’LEFFE2DF.GF 
= Var Zr arg) 


C2 


Daher iſt y 


§. 469. Aufgabe. 

Von einem Dreieck iſt eine Seite gegeben gleich a, die 
Höhe darauf gleich b und die Summe der beiden anderen 
Seiten gleich o, man ſoll dieſe Seiten einzeln berechnen. 

Auflöſung. Bezeichnet man die nicht gegebenen Seiten 
durch x und y, fo hat man die Gleichungen: 

I) Xx = C 
2) 2ab = Yla+x+y)(a+x—y)(a—x+y)(—a+xty) 
Man quadrire die zweite Gleichung, und ſetze e ftatt xy, 


das liefert f 
4a’b? = (c- a) ſa!— (X- y): 


hieraus folgt 
4a°b’ 


e_a? Ar a’— (K-) 
N Er ME 
xĩx - y = [/a — g 
- Ab. 
e 


wird dieſe Gleichung zu 1) addirt, dann auch von 1) ſubtrahirt, 
ſo ergiebt ſich 
7 ; (c+a)(c—a)—4b? 
Xx 10% e 
eh (c—a)—4b* 
ar en 


8.479. Aufgabe, 


Die eine Seite eines Dreiecks ſei a, die Höhe auf einer 
der anderen Seiten b, und die Summe der anderen Seiten c, 
man ſoll die anderen Seiten einzeln und den Inhalt berechnen. 
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Auflöſung. Die Seite, welche zur Höhe b gehört, ſei 
mit x bezeichnet, die andere iſt dann e x, und man hat die 
Gleichung 

x = Ya—b’+yY(cc—x)’—b: 
Man ſetze die erſte Wurzel auf die linke Seite, und quadrire, 
das liefert 
* — 2x ya®—b?+a®— b? = 0?-- 2cx+x?—b? 


1 (ea) (ea) 
‚2[eFYla+b)(a—b)] 
(oa) (e -ab ö 

ale Y(a+b) (a—b)] 


§. 471. Aufgabe. 
Von einem Trapez ſind gegeben der Inhalt a, die Höhe 
b, die beiden nicht parallelen Seiten e und d; man ſoll die 
parallelen Seiten berechnen. 
Auflöſung. Sind Fig. 205 die Linien EL und FM 
normal auf GH, fo iſt 
GL = Ye _—b? 
MH = yYd’—b? 
und man hat für x die Gleichung 
XX TVT DVA 
2 


Der Inhalt iſt 


= 2 
woraus folgt g 
„ eee 


2 
Welche Vorzeichen den Wurzeln zu geben ſind, hängt von 
den beſonderen Fällen ab. 


§. 472. Aufgabe. 

Es ſei Fig. 206 die Normale CD gleich b gegeben, das 
Stück DN gleich a, der Radius des Kreiſes gleich r; man ſoll 
das Maaß x der Normale NM berechnen, fo, daß ein Kreis, 
welcher M zum Mittelpunkt, und MN zum Radius hat, der 
alſo die Linie ND in N berührt, auch den gegebenen Kreis 
berührt. 

Auflöſung. Man ziehe MC. Es muß M0 gleich x 
ſein. Man denke CE normal auf NM. Dadurch entſteht 
ein rechtwinkliges Dreieck MCE, deſſen Hypotenuſe gleich 
x+r, während die Kathete ME gleich X — b, die andere 
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gleich a ift. Man hat daher die Gleichung 
(HN! = G- 
Aus ihr folgt 


x' 2rx Er = x’—2bx-+b?-+a? 
2(b-+r)x = a’+b’—r? 
8 ab- (b r) (br) 


2(b-+r) 120 

Es giebt einen zweiten Kreis, welcher die gegebene Linie 

in N und den gegebenen Kreis in O“ von innen berührt. 
Für den Radius y dieſes zweiten Kreiſes hat man die 


Gleichung i 
Fei ee 


y’—2ry+r? = y’—2by-+b’+a®' 
2b—ny = a’+b’—ı? 
_ "+b+r)(b—r) 
# 2(b—r) 
§. 473. Aufgabe. 
Es ſei Fig. 207 das Stück AE der nte Theil von A0, 
CD der nte Theil von BC, BF der nte Theil von AB; der 
Inhalt des Dreiecks ABC ſei q; man ſoll den Inhalt des 
Dreiecks GHI berechnen. 
Auflöſung. Man ziehe EV parallel CB, und es ift 
EV: CD AE: A 


woraus folgt 


= C In 
i CD: BD = 1:n—1 
alſo EV: BD = 1: n(n — 1) 
mithin auch EG: BG = 1:n(n—1). 
Hieraus folgt EB: EG = 1-+n(n—1):1 
GAEB: AAEG = 1-+n(n—1):1 
AAEG = TAI) GAEB 
1 1 


In(‚n— 1) n 1 
Für den Inhalt des Dreiecks CDI, und für den des 
Dreiecks BFH muß ſich derſelbe Ausdruck ergeben. Nun iſt 
AGHI = ABC - ABE - ACD - BCF AGENT CDI BFI 
3 1 a 


. ee 


1+n(n—1)—3(n—1) (n — 2) 
In (n-) ia) 
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§. 474. Aufgabe. 

Es iſt eine geradlinigte Figur gegeben, und eine Zahl p 
als ihr Inhalt, man ſoll die Einheit beſtimmen, nach welcher 
die Seiten der Figur gemeſſen worden. 

Auflöſung. Man nehme eine beliebige Linie AB als 
Einheit, und berechne nach ihr den Inhalt der Figur, welcher 
ſich gleich q ergeben mag. Bezeichnet man nun die geſuchte 
Einheit mit XX, fo iſt der Inhalt p XI, und, zugleich 
q- AB!. Aus i 

p-XY? = q-AB? 


4 


§. 475. Aufgabe. 
Es ſei Fig. 208 AB die Seite des Dreiecks, an welcher 
die beiden ſpitzen Winkel liegen; das Maaß dieſer Seite ſei g, 
das Maaß ihrer Höhe h; man ſoll die Linien x und y berech- 


nen, ſo daß das Rechteck MNOP gleich 11 vom Dreieck ſei. 


Auflöſung. Man hat für x und y die Gleichungen: 
RA 
) 37. m 2 
2) x:h—y = g:h 


Die erſte Gleichung dividire man durch a zweite, das liefert 
n 


= — . — 
y: hy m 2 
und daraus folgt SIEB SE N 
h AN: n 
S 
* 2 — m 2 
. h 8 n 
Y 2 [ ? m 
Nach der erſten Gleichung iſt 
A. gh 
m 2 


* 
oder, wein man für y den eben gefundenen Ausdruck ſetzt 
und den Nenner rational macht, 


* &ı Vi- 


Stellt man ſich die Seite y in der Figur ſehr klein vor, 


jo iſt das Rechteck MNOP ſelbſt ſehr klein; läßt man dann 
Wolff's Geometrie. 1. Th. 7te Aufl. 14 
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die Seite y wachſen, ſo nimmt zunächſt das Rechteck zu; 
wenn aber y fo groß wird, daß es ſich der Höhe h nähert, 
ſo hat das Rechteck wieder abgenommen, und fährt fort ab⸗ 
zunehmen, während y wächſt. Hieraus läßt ſich erkennen, daß 
es noch ein zweites höheres Rechteck M. N, O, P, giebt, welches 


= des Dreiecks iſt. Für die Seiten x, und Y, des zweiten 


Rechtecks hat man die Gleichungen 
3 
. = m 7 
x:h—y = gh 

Dieſe Gleichungen unterſcheiden ſich von denen für das 
erſte Rechteck nur dadurch, daß fie x, und y, enthalten, wo 
in jenen x und y vorkommt. Sie liefern demnach für x, und 
Y, dieſelben Werthe, welche wir bereits für x und y erhalten 
haben, und die oberen Vorzeichen in ihnen gewähren das hö⸗ 
here, die unteren das niedrigere Rechteck. 

Die Wurzel in den Werthen für x und y wird ima⸗ 


ginär, ſobald — größer iſt als J. Das Rechteck kann daher 


höchſtens die Hälfte vom Dreieck ausmachen, und in dieſem 
Fall iſt y die Hälfte der Höhe des Dreiecks, x die Hälfte der 
Grundlinie. 

Die Aufgabe in F. 472 geſtattet zwei Auflöſungen, und jede wird 
durch eine beſondere Gleichung erſten Grades erlangt. Die Aufgabe 
des gegenwärtigen Paragraphen geſtattet zwei Auflöſungen, welche durch 
eine und dieſelbe Gleichung zweiten Grades ſich ergeben. In $. 458 3) 
wird die Seite des regulären Zehnecks in einem Kreiſe zum Radius r, 
für welche nur ein Werth beſteht, vermittelſt einer Gleichung zweiten Gra⸗ 
des gefunden. Dieſe Beiſpiele zeigen, daß der Grad der Gleichung, zu 
welcher eine Aufgabe führt, und die Anzahl der Auflöſungen, welche ſie 
zuläßt, nicht in einer feſten Beziehung ſtehen. Die Anzahl der Auflöſun⸗ 
gen muß daher aus der Natur der Aufgabe beurtheilt werden. 


§. 476. 
Uebungen und Praktiſches. 


1) Wie drückt ſich der Inhalt eines Dreiecks aus, wenn a, 
b, c die Maaße feiner drei Seiten find? (zwei Formeln). 
2) Wie drückt ſich der Inhalt eines gleichſchenkligen Dreiecks 
aus, wenn jede der beiden gleichen Seiten a, und b die dritte 
Seite iſt? Wie drückt ſich der Inhalt eines gleichſeitigen 
Dreiecks aus, wenn jede Seite a iſt? 

3) Wenn a, b, c, d die vier Seiten eines Vierecks find, wel- 
ches in einem Kreiſe liegt, wie drückt ſich der Inhalt aus? 


www.rcin.org.pl 


8, 476. Berechnungen. 211 


4) Die drei Seiten eines Dreiecks ſeien a, b, o, wie drückt 
ſich die Höhe aus, welche zur Seite c gehört? 
Sie iſt gleich SV ar b+o)(arb—e)ab+ e)(—a+b-+e) 


5) Der Inhalt eines Dreiecks, deſſen Seiten a, b, o find, 

drückt ſich aus durch 
4Va+b+o)(atb—e)(a—b+e)(—arb+e) 

abe a+b—c abc —a+b+ec 


— . — —ä— 0 


2 2 2 2 
Bezeichnet man Aa durch s, 
ſo iſt u Sn = s—c 
a - bre 8 
r = s—b 
ea 3 


und der Inhalt des Dreiecks kann ausgedrückt werden durch 
Ys(— a) (s—b)(s— ce) 
Dieſe Formel ift für numerische Rechnungen in manchen 
Fällen bequemer als die erſtere. 5 
6) Den Inhalt eines Dreiecks zu berechnen, deſſen Seiten 4, 
6 und 12 find, 
7) Den Inhalt eines Dreiecks anzugeben, deſſen Seiten 25,3, 
22,86 und 20 ſind. 
217,42 . 
8) Wie groß ſind die Höhen dieſes Dreiecks? 
17,18... 19,02 .. 21,74 


’ 


9) Jede Seite eines Dreiecks ſei 5, wie groß ift fein Inhalt? 


10,82. 
10) Wie groß iſt jede Seite eines gleichſeitigen Dreiecks zu 
nehmen, damit ſein Inhalt 100 werde? 


sn 
11) Die parallelen Seiten eines Trapezes ſind 7 und 5, die 
nicht parallelen 3 und 4, wie groß iſt der Inhalt? 
17,4287 
12) Die drei Höhen eines Dreiecks ſind 8, 10, 12, man ſoll 
die Seiten und den Inhalt des Dreiecks berechnen. 
15,047... 12,037. 10,031... 60,188 «+.» 
13) Die drei Mittellinien eines Dreiecks ſind 9, 10, 5,6; 
man ſoll die Seiten und den Inhalt finden. 
12,26. .. 11,16 .. 18,4. 33,3464. 
age 14* 
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Elftes Kapitel. 


Einige Beſtimmungen von größten und kleinſten Werthen. 


§. 477. 

Die Beſtimmung der größten oder kleinſten Werthe macht 
einen beſonderen Zweig der Mathematik aus: die Lehre vom 
Größten und Kleinſten. Sie erfordert im Allgemeinen die 
Kenntniß der höheren Analyſis. Zuweilen läßt ſich indeß ein 
größter oder kleinſter Werth ganz einfach beſtimmen, wie wir 
es zu Ende von 8. 475 und früher geſehen haben. Hier fol⸗ 
gen noch einige Sätze, welche dergleichen Beſtimmungen ent⸗ 
halten. 

§. 478. Lehrſatz. ’ 

Von allen Rechtecken, welche denſelben Umfang a haben, 
iſt das Quadrat das größte. 

Beweis. Zwei zuſammenſtoßende Seiten eines ſolchen 


Rechtecks betragen 2 Nehmen wir ſie ungleich an, ſo kann 
die eine ausgedrückt werden durch Tx, die andere durch 


12 Der Inhalt des Rechtecks iſt dann gleich 
a a : 
(N —x) 
a 2 2 
= (7) x 
Er wird alfo am größten, wenn x = 0 iſt. Dann iſt aber 
jede Seite 4 und das Rechteck ein Quadrat. 


‚8. 479. Lehrſatz. 

Von allen Dreiecken, welche die eine Seite gleich a ha⸗ 
ben, während die Summe der beiden anderen Seiten b iſt, 
iſt dasjenige das größte, in welchem dieſe Seiten einander 
gleich ſind. 

Beweis. Nehmen wir die beiden Seiten, deren Summe 
b ift, ungleich an, jo kann die eine ausgedrückt werden durch 


7 die andere durch 7 8 und der Inhalt des Dreis 
ecks iſt dann gleich 
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ee eee 
= +Y(b’—a?)(a+2x) (a— 2x) 
=4 /(b’—a?) (a —4x*) 

und dieſer Ausdruck iſt am größten, wenn x gleich 0, jede der 


anderen Seiten alſo 2 iſt. 


§. 480. Lehrſatz. 

Von allen Dreiecken, welche zwei Seiten beziehlich gleich 
haben, iſt dasjenige das größte, bei welchem dieſe Seiten einen 
rechten Winkel bilden. 

Beweis. Es ſei Fig. 209 das Dreieck ABC bei A recht⸗ 
winklig, das Dreieck AB’C bei A ſtumpfwinklig, und es fei 
AB’ gleich AB. Die Höhe B'N iſt als Kathete des rechtwink⸗ 
ligen Dreiecks NB’A kleiner als die Hypotenuſe B’A, alſo auch 
kleiner als BA, folglich iſt 3AC.AB größer als 3 AC. BN, 
d. h. der Inhalt des rechtwinkligen Dreiecks iſt größer als der 
des ſtumpfwinkligen. Eben ſo folgt, daß er auch größer iſt als 
der des ſpitzwinkligen Dreiecks AB“ C. 


§. 481. 
Von allen Parallelogrammen, welche zwei zufammen- 
ſtoßende Seiten beziehlich gleich haben, iſt daher das Rechteck 


das größte. 
8. 482. Lehrſatz. 

Das größte von allen necken, welche n — 1 Seiten bezieh⸗ 
lich gleich, die nte aber ungleich haben, liegt in einem Kreiſe, 
und ſeine nte Seite iſt Durchmeſſer deſſelben. N 

Beweis. Es ſtelle Fig. 210 ABCDEF das größte neck 
vor, welches aus den gegebenen Seiten AB, BC. .... EF ge⸗ 
bildet werden kann. — Der Winkel ADF muß ein rechter fein. 
Denn wäre er kein rechter, ſo würde ein noch größeres neck 
erhalten werden, wenn man die Figur ABCD fo verſchöbe, daß 
der Winkel ADF ein rechter würde, und dann Ak zöge. Sit 
daher unſer neck das größte, ſo iſt jeder der Winkel ABF, 
ACF u. ſ. w. ein rechter. Dann liegt aber das neck in einem 
Kreiſe, und die Linie AF iſt Durchmeſſer. 


§. 483. Lehrſatz. 

Liegt Fig. 210 das neck ABCDEF in einem Kreiſe, und 
iſt Ah deſſen Durchmeſſer, jo iſt dies neck das größte, welches 
aus den gegebenen Seiten AB, BC. .. . EF und einer beliebi 
zu wählenden AF gebildet werden kann. 5 
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Beweis. Das größte neck, welches die n — 1 Seiten 
AB, BC, ... EF enthält, liegt in einem Kreiſe, und die nte 
Seite iſt deſſen Durchmeſſer. Nach 8. 286 iſt das größte neck 
congruent mit unſerem, ſo daß das unſrige das größte iſt. 


§. 484. Lehrſatz. 

Haben zwei necke alle Seiten beziehlich gleich, und liegt 
das eine in einem Kreiſe, ſo iſt es größer als das andere. 

Beweis. Es mögen Fig. 211 die beiden necke ABCDE 
und A’B’C'D’E' alle Seiten beziehlich gleich haben. Um zu zei⸗ 
gen, daß das im Kreiſe liegende ABCD E größer iſt als das 
andere, ziehe man von einer Ecke, etwa D, den Durchmeſſer DM, 
ziehe AM und BM, und conſtruire über der mit AB gleichen 
Seite A“B' ein Dreieck ABM“ congruent dem Dreieck ABM. 
Das neck DCBM iſt dann von allen necken, welche die Seiten 
DC, CB, BM haben, das größte, alſo größer als D’C’B’M’, wenn 
dies nicht mit jenem congruent, alſo ſelbſt das größte iſt, was 
nicht fein ſoll. Eben fo iſt DEAM größer als DE, A'M'. Folg⸗ 
lich iſt AMB CDE größer als AMB'C DE“, und da ABM con⸗ 
gruent A B'M', auch ABCDE größer als ABC D'E'. 


§. 485. Lehrſatz. 
Das größte neck, welches aus n gegebenen Seiten gebildet 
werden kann, liegt in einem Kreiſe. 
Beweis. Denn läge es nicht in einem Kreiſe, ſo würde 
das in einem Kreiſe liegende noch größer ſein. 


§. 486. Lehrſatz. 
Liegt ein neck in einem Kreiſe, ſo iſt es das größte, wel— 
ches aus ſeinen Seiten gebildet werden kann. 
Beweis. Das größte neck, welches aus den n Seiten 
gebildet werden kann, liegt in einem Kreiſe, und iſt nach §. 287 
congruent mit dem neck unſeres Satzes. 


§. 487. Lehrſatz. 

Das größte von allen necken, welche gleich viel Seiten 
und denſelben Umfang haben, iſt das reguläre. 

Beweis. Es muß zunächſt in einem Kreiſe liegen, und 
es müſſen alle Seiten einander gleich ſein. Denn wollte man 
annehmen, es wären Fig. 212 zwei zuſammenſtoßende Seiten 
AB und BC ungleich, fo würde, wenn man AB’ gleich B’C 
und AB’+B’C gleich AB-+-BC dächte, das neck AB’CD --- glei⸗ 
chen Umfang und gleich viel Seiten mit ABCD .., haben, und 
größer ſein als das letztere. Es müſſen demnach je zwei zu⸗ 


ſammenſtoßende Seiten gleich ſein, und dann ſind alle Seiten 
einander gleich. 
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§. 488. Lehrſatz. 
Ein Kreis iſt größer als ein neck, deſſen Umfang gleich 
ſeiner Peripherie iſt. 5 
Beweis. Es muß gezeigt werden, daß der Kreis grö— 
ßer iſt als das größte neck, alſo das reguläre, welches mit 
ihm gleichen Umfang hat. Es ſei die Peripherie des Krei⸗ 
ſes p, ſein Inhalt q, fein Radius r; der Umfang des necks 
iſt dann auch p, fein Inhalt ſei 9“, der Radius des darin 
liegenden Kreiſes ſei r'. Man denke noch um den gegebenen 
Kreis ein reguläres neck, und ſetze deſſen Umfang gleich p“, 
den Inhalt gleich 9“. Es iſt dann 


3 
I S. 2 
n 
* l 
3 
ee 
und daher verhält ſich 


Ar 
18 = ", 4 

Die Umfänge zweier regulären necke verhalten ſich wie die Ra⸗ 
dien der Kreiſe, um welche ſie liegen; daher hat man 


„:p = r: 
folglich verhält ſich 
4“ q 4: 


und da 9“ größer iſt als q, fo muß q größer als g', d. h. 
der Kreis größer als das größte neck ſein, welches mit ihm 
gleichen Umfang hat. 


§. 489. Lehrſatz. 

Bilden Fig. 213 die beiden Linien AD und BD gleiche 
Winkel mit der Tangente EF in dem Berührungspunkt D, fo 
iſt ihre Summe kleiner als die Summe zweier Linien, welche 
nach irgend einem anderen Punkt D' der Peripherie des Krei— 
ſes von A und B gedacht werden. 

Beweis. Denn es iſt nach §. 413 

AD+BD< AE-+BE 


und da BD/ DE = BE 
ſo iſt um ſo mehr 
AD + BD < AD'-+BD'. 
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Zwölftes Kapitel. 
Eonftruction algebraiſcher Ausdrücke. 


§. 490. 3 

Iſt ein algebraiſcher Ausdruck als das Maaß einer un⸗ 
bekannten Linie gegeben, während jeder Buchſtab, welcher in 
ihm vorkommt, das Maaß einer gegebenen Linie vorſtellt, ſo 
ſtehen im Allgemeinen zwei Wege auf, ſich die unbekannte Linie 
zu verſchaffen. Sie kann erſtens dadurch erhalten werden, daß 
man die gegebenen Linien nach irgend einer Einheit mißt, die 
Maaße ſtatt der fie bezeichnenden Buchſtaben in jenen alge- 
braiſchen Ausdruck ſetzt, ihn numeriſch berechnet, und endlich 
auf irgend einer geraden Linie die Einheit, deren man ſich be⸗ 
diente, ſo viel Mal abträgt, wie die gefundene numeriſche Zahl 
beſtimmt. Zweitens kann die Linie oft dadurch erhalten wer- 
den, daß man ſie in der Weiſe des neunten Kapitels vermit⸗ 
telſt der gegebenen Linien conſtruirt, ſo daß der algebraiſche 
Ausdruck ihr Maaß ſein muß. 

Es ſei z. B. Jas b das Maaß einer unbekannten Linie, 
es ſeien zwei Linien gegeben, deren Maaße die Buchſtaben a 
und b repräſentiren, und man finde bei dem Meſſen dieſer 
Linien mit irgend einer Einheit, daß die eine 3, die andere 
4 Einheiten enthalte, ſo wird für dieſe Einheit das Maaß der 
unbekannten Linie YI+16 = 5 fein, und dieſelbe erhalten wer⸗ 
den, wenn man auf irgend einer geraden Linie 5 ſolcher Ein⸗ 
heiten abträgt. Es fällt aber in die Augen, daß die unbe⸗ 
kannte Linie die Hypotenuſe des rechtwinkligen Dreiecks iſt, 
welches die gegebenen Linien zu Katheten hat. 

Um auf dem letzteren Wege die Linien zu erhalten, deren 
Maaß ein gegebener algebraiſcher Ausdruck iſt, braucht man 
nicht die numeriſchen Zahlen zu ermitteln, welche für irgend 
eine Einheit die Maaße der gegebenen Linien ſind, weil man 
durch ſie ſelbſt die unbekannte Linie bildet, dem algebraiſchen 
Ausdruck gemäß. 

Iſt ein allgemeiner algebraiſcher Ausdruck gegeben, be- 
zeichnen die Buchſtaben, die er enthält, die Maaße von Linien, 
welche gegeben ſind, und conſtruirt man durch dieſe gegebenen 
Linien eine Linie, deren Maaß jener algebraiſche Ausdruck iſt, 
ſo pflegt man zu ſagen, der algebraiſche Ausdruck werde 
conſtruirt. c 
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8. 491. 


Die algebraiſchen Ausdrücke, deren Conſtruction ſich un- 
mittelbar ergiebt, ſind folgende: 


Die Conſtruction der beiden erſten Ausdrücke bedarf kei⸗ 
ner Erörterung. 


Die Linie, deren Maaß der dritte Ausdruck iſt, wird 
erhalten in der vierten Proportionallinie zu den drei Linien 
c, a und b. Denn iſt eine Linie x conſtruirt, fo daß ſich 
verhält 


6: =h:x 
F ab 
jo iſt X 2 13 


Die Linie, deren Maaß ab ift, erhält man in der mitt- 
leren Proportionale zu den Linien a und b. Denn iſt eine 
Linie x ſo conſtruirt, daß ſich verhält 

r 
ſo iſt x = ya 

Die Linie, deren Maaß Ja b? ift, wird erhalten in der 
Hypotenuſe eines rechtwinkligen Dreiecks, welches zu Katheten 
die Linien a und b hat. Denn bezeichnet x die Hypotenuſe, 
ſo iſt 

x? — a. b? 
alſo x= Va bs 

Die Linie, deren Maaß ya’—b? ift, wird erhalten in der 
anderen Kathete des rechtwinkligen Dreiecks, welches die Linie a 
zur Hypotenuſe, und die Linie b zur einen Kathete hat. Denn 
bezeichnet X die andere Kathete, jo iſt 

* = b’+x° 
X Ya’—b’ 
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§. 492. 


Außer den oben angeführten ſechs Ausdrücken giebt es 
noch andere, deren Conſtruction ſich in gewiſſen Fällen nach 
dem einen oder dem anderen Lehrſatze der erſteren Kapitel 
ausführen läßt. Es iſt indeß nicht nothwendig, dieſelben 
heranzuziehen, da die Conſtructionen, welche durch ſie bewirkt 
werden könnten, ſich durch die angeführten Ausdrücke vermit⸗ 
teln laſſen. 


8. 493. 


Hat ein algebraiſcher Ausdruck, der conſtruirt werden ſoll, 
nicht ſchon die Geſtalt eines der Ausdrücke in §. 491, ſo ſehe 
man zu, mit welchem er die meiſte Aehnlichkeit hat, und ſuche 
ihn, ohne ſeinen Werth zu ändern, ſo umzuformen, daß er 
deſſen Geſtalt annimmt. 


Es laſſen ſich hierzu nicht wohl allgemeine Regeln auf⸗ 
ſtellen, auch ſind nicht alle Ausdrücke conſtruirbar. Einige 
Beiſpiele mögen zeigen, wie ſolche Umformungen geſchehen. 

1) Man ſoll ab conſtruiren. 8 

Iſt die Einheit gegeben, ſo ſetze man 1 ſtatt ab, und 
die vierte Proportionale zu 1, a und h iſt die verlangte Linie. 
Iſt die Einheit nicht gegeben, ſo läßt ſich ab nicht conſtruiren. 
Uebrigens fällt in die Augen, daß man die Maaße a und b 
nicht als numeriſche Zahlen zu ermitteln braucht. 


abe 
Man conſtruire zuerſt 7 ſetze die gefundene Linie 
gleich n, und conſtruire dann — Aehnlich läßt ſich hand 
h ghk 


conſtruiren, überhaupt jeder Quotient, deſſen Zähler ein Pro- 
duct iſt, und deſſen Nenner auch ein Product iſt, welches aber 
einen Faktor weniger hat als der Zähler. 


3) /nab zu conſtruiren, wenn en eine numeriſche 
rationale Zahl iſt. 


Man ſetze dafür /na b. 


— 


abe 


4) 0E. 
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Man conſtruire zuenft af „ ſetze die gefundene Linie gleich 


n, und conſtruire dann 125 


ab i i a 
5) vn wenn n eine numerische rationale Zahl iſt. 


Man ſetze dafür Va. = 
6) Ya’+ ab. 

Man ſetze dafür /a + b)a. 
7) ar be. 

Man conſtruire 5 und bezeichnet q die gefundene Li⸗ 
nie, fo iſt be gleich qa, daher auch Ya’+be gleich Jade, 
wofür man ſetzen kann Y(a+q)a. 

Oder man conſtruire be; iſt p die gefundene Linie, fo 
iſt be gleich p', und dann auch Vas be gleich Ya®+p* 

8) Vab pg. 
Man conſtruire . und bezeichneten die gefundene Linie, 


fo iſt na gleich pg. alt 0 auch ab pg gleich /ab na, wofür 
man ſetzen kann Y(b=En)a. 
9) VN b. 2cd. 


Linie, fo iſt p' gleich a’+b°; conſtruire ferner Ve- d, und 
iſt q die hier gefundene Linie, fo iſt g' gleich 20d, und dann 


iſt Jabs 20d gleich /p qs. 


10) 2 3. 

Es ift —y3 - ya = Y RE ya — 
11 me 

Es ift —n = — I4-V5 
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9927 dieſer Ausdruck giebt Anleitung zu der Conſtruction 
378. N 


§. 494. 

Die Conſtruction algebraiſcher Ausdrücke läßt ſich benutzen, 
die Conſtruction von Linien zu finden, deren Maaße nicht ge= 
geben ſind, die aber ausgeſprochene Bedingungen erfüllen ſollen. 
Man kann nämlich zu einer unbekannten Linie dadurch gelangen, 
daß man zunächſt die Maaße der gegebenen Linien durch be⸗ 
liebige Buchſtaben bezeichnet, das Maaß der unbekannten Linie 
berechnet, und dann den gefundenen algebraiſchen Ausdruck 
conſtruirt. In ſolchem Falle pflegt man zu ſagen, die Con⸗ 
ſtruction ſei durch Rechnung gefunden. 


§. 495. Aufgabe. 

Ein Quadrat zu conſtruiren, welches einem gegebenen 
Rechteck gleich iſt. 0 

Auflöſung. Bezeichnet man zwei an einander ſtoßende 
Seiten des gegebenen Rechtecks mit a und b, die Seite des 
zu conſtruirenden Quadrats mit x, ſo muß 

ee 

fein. Hieraus folgt x = Yab 
Die Seite des verlangten Quadrats wird alſo erhalten in der 
mittleren Proportionallinie zu den Seiten a und b. 


§. 496, 

Sollte man ein gegebenes Parallelogramm in ein Quadrat 
verwandeln, ſo bezeichne man die eine Seite mit a, die dazu 
gehörige Höhe mit b, und verſteht man unter x die Seite des 
Quadrats, ſo hat man 
; K = 
e 7 ab 

Sollte ein Dreieck in ein Quadrat verwandelt werden, 
fo würde, wenn a die eine Seite, b die Höhe zu derſelben, 
und x die Seite des Quadrats bezeichnet, 


1 30 


X — 


2 
Ber 3 5 b 
ſein, alſo Xx 5 u 7.4 


und die Seite des Quadrats erhalten werden in der mittleren 
Proportionallinie zu der einen Seite des Dreiecks und der hal- 
ben dazu gehörigen Höhe, oder in der mittleren Proportional⸗ 
linie zu der Hälfte der einen Seite und deren Höhe. 
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Sollte man endlich ein neck in ein Quadrat verwandeln, 
ſo verwandle man zuerſt das neck in ein Dreieck, und dann 
das Dreieck in ein Quadrat. 


§. 497. Aufgabe. 

Es iſt Fig. 214 ein Dreieck ABC gegeben, man ſoll die 
eine Seite BC mit einer gegebenen Linie MP parallel legen, 
ohne daß der Inhalt des Dreiecks, oder der Winkel, welchen 
die anderen Seiten bilden, ſich ändert. 


Auflöſung. Man ziehe BO parallel mit MP, jo wird 
die Aufgabe auch gelöſt, indem man BC parallel mit BQ legt. 


Man nehme au, B’C’ ſei parallel BQ, das Dreieck AB’C’ 
gleich dem Dreieck ABC, und bezeichne die gegebenen Linien 
AB, AC, A0 mit d, g, n, die unbekannten AC’ und AB’ mit 
x und y. Die Dreiecke AB’C’ und ABC haben den Winkel 
bei A gleich, verhalten ſich alſo wie die Producte der Seiten, 
welche ihn bilden, und da die Dreiecke gleich ſind, ſo ſind es 
auch dieſe Producte, man hat demnach 


1) xy = dg 
da ferner 80 und BC parallel find, iſt 
X n 
Das Product beider Gleichungen liefert 
8 3 x® — gn 
alſo x = ygn 


und dividirt man die erſte Gleichung durch die zweite, fo 
entſteht 
ER: 


y n 


d? 
N 
Es iſt nur nöthig, eine der Linien x und y zu conſtrui— 
ren. Der Ausdruck für x iſt der einfachere. Um x zu er- 
halten, beſchreibe man über g einen Halbkreis, und errichte die 
Normale OF, dann iſt AF die Linie x; nimmt man noch AC“ 
gleich AF, und zieht C’B’ parallel mit OB, jo iſt der Forde— 
rung genügt. 
Dieſelbe Auflöſung gilt für Fig. 215. 
Die Aufgabe kommt öfter zur Anwendung. 


I 
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§. 498. Aufgabe. 


Ein gegebenes Dreieck ABC fo zu verwandeln, daß es 
einem anderen gegebenen Dreieck DEF ähnlich werde. 


Auflöſung. Zuerſt verwandle man das Dreieck ABC 
in das A’B’C’, welches einen Winkel a des Dreiecks DEF hat, 
mache dann Fig. 216 den Winkel A’B’Q gleich dem Winkel 
DEF, und lege nach dem vorigen Paragraph die Seite B’C’ 
parallel mit 50. . 

Sollte man ein gegebenes neck in ein Dreieck verwandeln, 
welches einem gegebenen Dreieck ähnlich iſt, ſo verwandle man 
zuerſt das neck in ein Dreieck, und dann dies ſo, daß es dem 
gegebenen Dreieck ähnlich werde. 


§. 499. Aufgabe. 


Ein gegebenes ungleichſeitiges Dreieck in ein gleichſeitiges 
zu verwandeln. — 

Auflöſung. Man zeichne irgend ein gleichſeitiges Dreieck 
und verwandele nach dem vorigen Paragraph das gegebene 
Dreieck ſo, daß es jenem ähnlich werde. — Es ſei z. B. das 
Dreieck ABC Fig. 217 gegeben. Man conſtruire über AC 
das gleichſeitige Dreieck ACD, und ziehe BE parallel mit AC. 
Wird die Linie AE gedacht, ſo erhält man ein Dreieck ACE, 
welches dem gegebenen Dreieck gleich iſt, und mit dem gleich⸗ 
ſeitigen Dreieck ACD den Winkel bei C gemeinſchaftlich hat. 
In dem Dreieck ACE muß daher noch die Seite AE parallel 
mit AD gelegt werden nach §. 497. Zu dem Ende ziehe 
man EF parallel AD, mache CH gleich der mittleren Pro⸗ 
portionallinie zwiſchen CA und CF, und ziehe HI parallel FE, 
und HCI iſt das gleichſeitige Dreieck, welches gleich iſt dem 
Dreieck ABC. 

Andere Auflöſung. Bezeichnet x die Seite des zu 
bildenden gleichſeitigen Dreiecks, y die Höhe, jo hat man zwi⸗ 
ſchen x und y die Gleichung 

ee! 

* 1 

x? 
oder hehe = y’ 
oder 1). 422: ey! 
Iſt g die eine Seite und h die dazu gehörige Höhe des ges 
gebenen Dreiecks, ſo iſt 

2) xy = gh 
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Man quadrire dieſe Gleichung, das liefert 


* — ®h? 
und aus der Gleichung 1) folgt 
x? 
| 5 
Das Product beider Gleichungen iſt 
x‘ = 4g’h’ 
und wenn man die erſtere durch die andere dividirt, entſteht 
werten 
4 
Daher iſt Xx = yYig’h’ 
und y= e' 
Statt des Ausdruckes für x kann man ſetzen 
debe 
26 / 5 
oder 2g / h 3 
/ g 
oder Ah Y 8. 


Um den letzten Ausdruck zu conſtruiren, muß man zuerſt die 
mittlere Proportionallinie zu g und 3 bilden. Bezeichnet 


man dieſe mit p, ſo läßt ſich y2hp ſetzen ſtatt Von y 9.45 


Es wird alſo x erhalten in der mittleren Proportionale zu 
2h und p, oder zu h und 2p. 


Statt des Ausdrucks für y kann geſetzt werden 
Vyig’h? 


2 (EN 

Yrye-($) 

Die Conſtruction dieſes Ausdrucks iſt einfacher als die des 
Ausdrucks für X. Um fie auszuführen, beſchreibe man zunächſt 
Fig. 218 über g ein gleichſeitiges Dreieck ADC, und fälle die 
Höhe DL; dann iſt 
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VAD AL? 


1 0 


— A 


/ 2 
daher kann ſtatt 7 9 — 50 geſetzt werden 
Yh-DL | 

Man zeichne BF parallel mit AC und bis in die Verlängerung 
von Lb, dann iſt FL gleich h; beſchreibe über FL einen Halb⸗ 
kreis, und errichte die Normale DE, alsdann iſt LE gleich 
Yh-DL, alſo LE die Höhe des verlangten gleichfeitigen Drei⸗ 
ecks; macht man noch LB“ gleich LE, zieht B’A’ parallel mit 
DA, und B’C’ parallel mit DC, fo iſt A’B’C’ das gleichſeitige 
Dreieck, welches dem Dreieck ABC gleich ift. 

Soll man ein neck in ein gleichſeitiges Dreieck verwan⸗ 
deln, ſo verwandle man das neck zuerſt in irgend ein Dreieck, 
und dies dann in ein gleichſeitiges. 


§. 500. Aufgabe. 
Ein gegebenes Dreieck in ein Trapez zu verwandeln, von 
welchem die eine der parallelen Seiten und die beiden daran 
liegenden Winkel gegeben ſind. 


Auflöſung. Man verwandle zuerſt das Dreieck ſo, daß 
es die gegebene Seite des Trapezes und daran einen der ge⸗ 
gebenen Winkel bekommt. Und iſt Fig. 219 ABC das erhal⸗ 
tene Dreieck, A0 die hineingebrachte Seite des Trapezes, a der 
hineingebrachte Winkel, fo mache man den Winkel ACD gleich 
dem anderen gegebenen Winkel 6, verlängere BA und DC bis 
zum Durchſchnitt O, und lege in dem Dreieck O30 die Seite 
BC parallel mit A0. 


Andere Auflöſung. Man verwandle das gegebene 
Dreieck in das ABC Fig. 220, welches die Seite AC des 
Trapezes, daran den einen gegebenen Winkel e hat, und 
mache den Winkel ACD gleich dem anderen gegebenen Win- 
kel 5. Man nehme an, ANEC ſei das verlangte Trapez, 
und bezeichne AC mit g, die dazu gehörige Höhe des Dreiecks 
mit h, NE mit x, und die Höhe des Trapezes mit y, ſo 


hat man 

1) ( y = gh. 
Um eine zweite Gleichung zu erhalten, ziehe man BD pa⸗ 
rallel mit AC, und CL parallel mit AB; dann ſind die 


DL 


I 
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Dreiecke CLD und CSE ähnlich, und es verhält ſich 
LD: SE = h:y 


oder, wenn man BD mit p bezeichnet, 


2e ii 
Hieraus folgt 


== 
, b 
dies in 1) geſetzt liefert 
GEO 
Eile 2 
* g. = Pg—8 
x = bg 
f x = Ypg 
Aus der Gleichung 1) folgt 


Y = 
oder für x den Werth geſetzt 


gh 


gh 
Ypg+g 

Der Ausdruck für x, nämlich Ypg, ift leichter zu con⸗ 
ſtruiren. Um die Conſtruction auszuführen, beſchreibe man, 
da BD gleich p, und BL gleich g iſt, über BD einen Halb⸗ 
kreis, und errichte die Normale LF, dann iſt BF die Seite x 
des Trapezes; und macht man BM gleich BF, zieht ME parallel 
mit BA, und EN parallel mit CA, fo iſt AN EC das Trapez, 
welches zu conſtruiren war. 


§. 501. Aufgabe. 

Es iſt Fig. 221 ein Winkel ABC gegeben und außerhalb 
deſſelben ein Punkt D, man ſoll durch D eine Linie DC con⸗ 
ſtruiren, die von der Winkelebene ein Dreieck ABC abſchneidet, 
welches gleich einem gegebenen neck iſt. 

Auflöſung. Man betrachte ABC als das verlangte 
Dreieck. Zieht man DE parallel AB, fo find die Dreiecke 
DEC und ABC ähnlich, verhalten ſich alſo wie die Quadrate 
gleichliegender Seiten. Man bezeichne die Normale DF mit h, 
das Stück BE mit m, das Stück BC mit x, und den Inhalt 
des necks, dem das Dreieck ABC gleich fein ſoll, mit q; dann 
verhält ſich 


h 
oder h:2q = mx: x; 
Wolff's Geometrie. 1. Th. 7te Aufl. 15 


www.rcin.org.pl 


226 Zwölftes Kapitel. 8. 502. 


Hieraus folgt hx? = 2m + 2x 


3 = * 


b * 
q y(I 42m) q 

= 8 ＋. 200 fl. 

Es iſt aber q nicht das Maaß einer Linie, ſondern der Inhalt 
des gegebenen necks. Man verwandle deshalb das neck in ein 


Rechteck, gebe dieſem die Linie h zur einen Seite, und bezeichne 
die daranſtoßende Seite mit p, dann iſt 


= ph 


2 


alſo = 8 


und man kann ſetzen x = pp mp 


Die Wurzel darf nur poſitiv genommen werden, 25 ſie grö⸗ 
ßer iſt als p, und x nicht negativ fein kann. 


Um K zu conſtruiren mache man EG gleich m, BJ gleich 
p, beſchreibe über 6] einen Halbkreis, und errichte die Nor⸗ 


male BL; dann iſt JI. gleich Y(p+2m)p. Nimmt man alſo 
JC gleich IL, fo iſt BC gleich 


p+Y(p+2m)p 
und wird endlich DC gezogen, fo ift dies die Linie, welche von 
der Winkelebene des Winkels ABC ein Dreieck abſchneidet, 
wie es gefordert war. 


8. 502. Aufgabe. 
Es iſt Fig. 222 ein Winkel ABC gegeben und innerhalb 
deſſelben ein Punkt D, man ſoll durch D eine Linie AC con⸗ 
ſtruiren, die von der Winkelebene ein Dreieck ABC abſchneidet, 
welches gleich einem gegebenen neck iſt. 
Auflöſung. Zieht man DE parallel mit AB, ſo iſt 
das Dreieck DEC dem zu conſtruirenden ABC ähnlich, und da⸗ 


her verhält ſich 

DEC: ABC = EC“: BC· 
oder, wenn man die Normale DF mit h, das Stück EB mit 
m, BC mit x, und den Inhalt des gegebenen necks, dem das 
Dreieck ABC gleich fein ſoll, mit q bezeichnet 

(x—m)h, 


— 2. 72 
3 q = (X- m)“: x 
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Hieraus folgt h: 24 = x—m:x’ 
hx? = 2x 2qm 
29 2qm 
Bi — — — 
. h 


Verwandelt man das gegebene neck in ein Rechteck, das h zu 
einer Seite hat, und bezeichnet die andere Seite durch p, 


fo wird q = ph, und 1 = p, alſo 


x = p=y(p—2m)p 
Außer der Linie AC ift durch den Punkt D noch eine 
zweite A, C, denkbar, welche von der Winkelebene ein Dreieck 
A, BC, von dem gegebenen Inhalt abſchneidet, und wegen der 
Aehnlichkeit der Dreiecke DEC, und A, BC, hat man die Gleichung 


DEC,: ABC, = ECT: BC. 
(x, — m)h 
: 
Dieſe Gleichung iſt von der oben ſtehenden für x nur dadurch 
verſchieden, daß ſie x, enthält. Daher iſt auch 
X. p=& Y(p— 2m)p 

Bei x wird alſo die Wurzel pofitiv zu nehmen fein, bei x, 
negativ. Um die Conſtruction auszuführen, nehme man EG 


gleich m, BJ gleich p, beſchreibe über BJ einen Halbkreis, und 
errichte die Normale GL; dann iſt JL gleich 


Y(p — 2m)p 
Macht man JC und JC, gleich I, fo ift 


BC = p+Y(p— 2m)p 
und BC, = p— Y(p—2m)p 
und wird CD bis A und C,D bis A, gezogen, fo ift jede der 
Linien CA und C,A, die verlangte, 


In dem Ausdruck p /p 2m)p wird die Wurzel ima- 
ginair, ſobald p kleiner iſt als 2m, und er iſt dann nicht mehr 
das Maaß der Linien x, x,, weil die Maaße derſelben nur 
abſolute Zahlen ſein können. Der kleinſte Werth, welchen p 
annehmen darf, iſt 2m; für dieſen geht die Wurzel in Null 
über, und x ſowohl als x, wird gleich 2m. Es muß daher 
das neck, dem das abzuſchneidende Dreieck gleich gemacht werden 

5 


oder (x, — m): x: 


f 
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fol, fo groß gegeben fein, daß p nicht kleiner als 2m ausfällt. 
Und das kleinſte Dreieck, das von dem gegebenen Winkel ver- 
mittelſt einer durch den Punkt D gehenden Linie abgeſchnitten 
werden kann, wird erhalten, wenn man x gleich 2m nimmt. 
Um dies noch ſynthetiſch zu beweiſen, wollen wir anneh- 
men, es ſei Fig. 223 BC gleich 2m, und zeigen, daß die belie⸗ 
bige Linie FG ein Dreieck FBG abſchneidet, welches größer iſt, 
als das Dreieck ABC. Es iſt nämlich CD gleich DA (weil CE 
gleich EB, und DE parallel AB iſt), und wird C0 parallel BA 
gezogen, jo haben die Dreiecke COD und ADF eine Seite und 
zwei Winkel beziehlich gleich, welche in dem einen Dreieck lie⸗ 
gen wie im anderen, ſind alſo congruent, und daraus erhellet, 
daß das Dreieck FBG um das Dreieck C06 größer iſt als ABC. 
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Einleitung zur Trigonometrie. 


8. 503. 


Ein Winkel iſt beſtimmt, ſobald er als das nfache eines an— 
deren Winkels gegeben iſt, welcher als Einheit feſtgeſetzt wurde. 

Der rechte Winkel iſt natürliche Einheit, man theilt ihn 
in 90 gleiche Theile, welche Grade genannt werden; einen 
Grad theilt man in 60 gleiche Theile, welche Minuten heißen, 
eine Minute in 60 gleiche Theile, die man Secunden nennt, 
eine Secunde endlich in 60 gleiche Theile, und jeder von die⸗ 
fen Theilen heißt eine Tertie. a Grade, b Minuten, e Se⸗ 
cunden, d Tertien bezeichnet man durch ab“ oe“ d'“. Im All⸗ 
gemeinen vermeidet man den Gebrauch der Tertien, und beſtimmt 
Theile der Secunde in Decimalbrüchen der Secunde. In den 
Anwendungen bedient man ſich thatſächlich des Grades als 
Einheit, und drückt jeden Winkel durch Grade u. ſ. w. aus, 
auch wenn er größer als ein rechter iſt. 

Ein Winkel beſtimmt ſich auch dadurch, daß man angiebt, 
der zwiſchen ſeinen Schenkeln befindliche Bogen eines Kreiſes, 
deſſen Radius ganz beliebig iſt, und deſſen Mittelpunkt im 


Scheitelpunkt des Winkels liegt, ſei von der Peripherie; 


oder daß man die Länge dieſes Bogens angiebt, und das Maaß 
des Radius. 

Die Beſtimmung von Winkeln durch die Länge des Bo⸗ 
gens wird am einfachſten, wenn man den Radius gleich 1 ſetzt; 
und man iſt allgemein darin übereingekommen, den Radius 
gleich 1 anzunehmen, ſobald man Winkel durch die Länge des 
Bogens beſtimmt. 

Iſt ein Winkel das nfache des zur Einheit gewählten 
Winkels, oder iſt n das Maaß des zwiſchen feinen Schenkeln 
liegenden Bogens, deſſen Halbmeſſer gleich 1 iſt, ſo heißt die 
Zahlen das Maaß des Winkels. Und iſt fernerhin von einem 
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Winkel a die Rede, fo foll @ die Zahl repräſentiren, welche 
das Maaß des Winkels iſt. 


§. 504. 

Liegen zwei Linien AB und AC in einander, und wird 
die eine, etwa AC, um den Punkt A gedreht, bis ſie wieder 
mit AB zuſammenfällt, ſo hat ſie während der Drehung alle 
möglichen Winkel mit der anderen Linie gebildet. 

Wird ein Kreis gedacht, deſſen Mittelpunkt A, und deſſen 
Halbmeſſer willkührlich, am bequemſten gleich 1 iſt, ſo kann 
jede beliebige Drehung der Linie AC beſtimmt (gemeſſen) wer⸗ 
den durch die Länge des Bogens, welchen ſie durchlief, und 
das noch dann, wenn ſie die Peripherie mehrmals durchlaufen 
ſein ſollte. 

Der Begriff des Winkels werde dahin erweitert, daß wir 
jeden Winkel als durch Drehung entſtanden betrachten, und als 
ſein Maaß die Länge des Bogens für den Halbmeſſer 1 ſetzen 
wollen, welchen die gedrehte Linie durchlaufen iſt. 

Statt des Bogens kann man ſich der entſprechenden An⸗ 
zahl Grade als Maaß bedienen. 

In dem erweiterten Begriff giebt es Winkel, deren Maaß 
größer iſt als 277, oder die größer find als AR oder 360°, 

Iſt a a, ſo iſt ein Winkel, deſſen Maaß a iſt, von 
einem anderen, deſſen Maaß n.2 E iſt, unter n eine ganze 
Zahl verſtanden, in der Wirklichkeit nicht verſchieden, wohl 
aber der Entſtehung nach. 

Zunächſt werden wir uns des Gradmaaßes bedienen, das 
Bogenmaaß wird in ſpäteren Theilen der mathematiſchen 
Wiſſenſchaften gebraucht. 15 

05. 


Der Winkel BAC Fig. 224 ſei ſpitz; aus beliebigen Punk⸗ 
ten C, C', C“ der Schenkel ſeien Normalen auf den anderen 
Schenkel gefällt; dividirt man jede Normale durch die Hypo⸗ 
tenuſe des rechtwinkligen Dreiecks, welches ſie abſchneidet, ſo 
ſind die Quotienten 

BC BO BB“ 
AC ACO AC 
einander gleich. 

Denn die Dreiecke ABC, AB’C', AB”’C” find ähnlich, weil 
ſie den Winkel bei A gemeinſchaftlich haben und rechtwinklig ſind. 


§. 506. 


Der Quotient, welcher erhalten wird, wenn man aus be⸗ 
liebigen Punkten der Schenkel eines ſpitzen Winkels a Normalen 
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auf den anderen Schenkel fällt, und jede Normale dividirt 
durch die Hypotenuſe des rechtwinkligen Dreiecks, welches ſie 
abſchneidet, heißt der Sinus dieſes ſpitzen Winkels , und 
wird durch 

Sin « 
bezeichnet. 

Um den Sinus eines ſpitzen Winkels zu erhalten, hat 
man nur nöthig, aus irgend einem Punkt des einen Schen⸗ 
kels eine Normale auf den anderen zu fällen, und dieſe zu 
dividiren durch die Hypotenuſe des rechtwinkligen Dreiecks, 
welches ſie abſchneidet. 5 

Die Hypotenuſe iſt größer als jede Kathete; deshalb er⸗ 
giebt ſich für den Sinus eines ſpitzen Winkels ein echter Bruch. 


§. 507. 

Sind zwei ſpitze Winkel ungleich, ſo ſind ihre Sinuſſe 
ungleich, und der des größeren Winkels iſt der größere. 

Es ſei Fig. 224 der Winkel BAD größer als der Win⸗ 
kel BAC; es ſei AD gleich A0, DE normal auf AB, und CB 
normal auf AB. Nach S. 79 iſt DE größer als CB. Da⸗ 
her auch 

DE CB 
AD” AC 

d. h. Sin BAD sin BAC 
§. 508. 

Die Sinuſſe zweier verſchiedenen ſpitzen Winkel find va- 
her niemals einander gleich. Jeder ſpitze Winkel hat deshalb 
ſeinen alleinigen Sinus, und umgekehrt, zu jedem als Sinus 
gegebenen echten Bruch gehört ein beſtimmter ſpitzer Winkel, 
ſo daß der Winkel den Sinus, und der Sinus den Winkel 
beſtimmt. 25 


§. 509. 

Wären die Sinuſſe aller ſpitzen Winkel berechnet und ta⸗ 
bellariſch zuſammengetragen, ſo ließe ſich eine ſolche Tabelle 
benutzen, um durch Linien die Maaße von Winkeln, und um⸗ 
gekehrt, mit Hilfe von Winkeln Linien zu finden. 

So könnte man z. B. die ſpitzen Winkel des rechtwink⸗ 
ligen Dreiecks ABC Fig. 224 beſtimmen, wenn die Hypotenuſe 
AC gleich p gegeben wäre und die Kathete BC gleich q; um 
nämlich den Winkel BA zu erhalten, dürfte man in der Ta⸗ 


belle nur den Winkel aufſuchen, deſſen Sinus I iſt. Und 
wäre die Hypotenuſe AC gleich p gegeben und der Winkel BAC, 
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fo könnte man die Kathete BC berechnen; denn bezeichnet x 
dieſe Kathete, ſo hat man die Gleichung 


Sin BAC = & 


folglich p Sin BAC = x 
man würde alſo x erhalten, wenn man den Sinus des Win⸗ 
kels BAC aus jener Tabelle entnähme und mit p multiplicirte, 


§. 510. 

Es ſei Fig. 224 BAC ein ſpitzer Wnikel; aus beliebigen 
Punkten C, C', C“ der Schenkel ſeien die Normalen CB, CB’, 
CB“ auf den anderen Schenkel gefällt; wird von jedem der 
entſtandenen rechtwinkligen Dreiecke die Kathete, an welcher 
der Winkel BAC liegt, durch die Hypotenuſe dividirt, fo find 
die Quotienten 

AB AB’ AB” 


AC AC AC“ 
einander gleich. 
Denn die entſtandenen rechtwinkligen Dreiecke ſind ähnlich. 
§. 511. 

Der Quotient, welcher erhalten wird, wenn man aus be⸗ 
liebigen Punkten der Schenkel eines ſpitzen Winkels a Normalen 
auf den anderen Schenkel fällt, und bei jedem entſtandenen 
rechtwinkligen Dreieck die Kathete, an welcher der ſpitze Win⸗ 
kel @ liegt, durch die Hypotenuſe dividirt, heißt der Coſinus 
dieſes Winkels @, und wird bezeichnet durch 

Cos & 

Der Coſinus eines Winkels wird erhalten, wenn man aus 
irgend einem Punkte des einen Schenkels eine Normale auf 
den anderen fällt, und die Kathete des entſtandenen rechtwink⸗ 
ligen Dreiecks, an welcher der ſpitze Winkel liegt, durch die 
Hypotenuſe dividirt. 

Der Coſinus eines ſpitzen Winkels iſt ein echter Bruch, 
weil die Hypotenuſe größer iſt als die Kathete. 

512 


Sind zwei ſpitze Winkel ungleich, ſo ſind ihre Coſinuſſe 
ungleich, und der größere Winkel hat den kleineren Coſinus. 

Denn iſt Fig. 224 der Winkel BAD größer als der 
Winkel BAC, iſt ferner A0 gleich AD, DE normal auf AB, 
und CB normal auf AB, fo iſt nach §. 79 AE kleiner als 


AB, folglich 5 


AD AO 
d. h. Cos BAD < Cos BAC. 
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8. 513. 

Es giebt daher nicht zwei ſpitze Winkel, welche einerlei 
Coſinus hätten. Jeder ſpitze Winkel hat deshalb ſeinen be⸗ 
ſonderen Coſinus, und umgekehrt, zu jedem als Coſinus ge⸗ 
gebenen echten Bruch gehört ein beſonderer Winkel. Mit an⸗ 
deren Worten, es iſt durch den Winkel ſein Coſinus, und durch 
den Coſinus der dazu e Winkel beſtimmt. 


Und wären die Coſinuſſe aller ſpitzen Winkel berechnet, 
und zuſammengetragen, ſo könnten ſie wie die Sinuſſe benutzt 
werden, um durch Linien Winkel, und durch Hilfe von Winkeln 
Linien zu beſtimmen. 

§. 515. 


Aus den Quotienten Sinus und Coſinus laſſen ſich an⸗ 
dere bilden, welche ähnlich wie jene dienen. 

Die Quotienten Sinus und Coſinus, und die aus ihnen 
gebildeten ſpäter zu erklärenden heißen, auch bei jeder Erwei⸗ 
terung der Begriffe, trigonometriſche Funktionen, und 
die Lehre von ihnen und von ihrer Benutzung heißt Trigo— 
nometrie. 

Die Trigonometrie theilt man in analytiſche Trigono⸗ 
metrie, ebene Trigonometrie und ſphäriſche oder körper- 
liche Trigonometrie. Man verſteht unter der analytiſchen 
Trigonometrie die Lehre von den trigonometriſchen Funktionen, 
unter der ebenen Trigonometrie die Anwendung dieſer Funk⸗ 
tionen auf Berechnungen, wenn alle Linien in einer Ebene lie⸗ 
gen, und unter körperlicher oder ſphäriſcher Trigonometrie die 
Anwendung dieſer Funktionen auf Berechnungen, wobei nicht 
alle Linien in einer Ebene ſich befinden. 

Tabellen, welche die berechneten trigonometriſchen Funk⸗ 
tionen oder deren Logarithmen enthalten, nennt man trigono- 
metriſche Tafeln. 


Vierzehntes Kapitel. 
Von den trigonometriſchen Funktionen. 
§. 516. 


Es ſei Fig. 225 CD normal auf AB; dann iſt > 


15 N der 
Sinus, und 40 der Coſinus des ſpitzen Winkels c, wo auch 
der Punkt C in dem Schenkel A0 angenommen ſein mag. 
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Wäre der Punkt C in der Entfernung 1 von A ange⸗ 
nommen, d. h., wählte man 40 als Einheit, ſo würde der 


Sinus von à gleich = = CD fein, und der Coſinus von a 


gleich 2 = AD, wobei aber unter CD die Zahl verſtanden 


werden müßte, welche das Maaß von CD iſt, für AC als Ein- 
heit; eben jo unter AD die Zahl, die das Maaß iſt von AD, 
für A0 als Einheit. 

Man denke einen Kreis, deſſen Mittelpunkt A iſt, und der 
die Einheit zum Halbmeſſer hat, und laſſe alle ſpitzen Winkel 
entſtehen durch Drehung des Schenkels A0. Es ergeben ſich 
die Sinuſſe aller ſpitzen Winkel in den Maaßen der Normalen, 
die von dem Punkt, in welchem der eine Schenkel (etwa der 
ſich drehende) die Peripherie ſchneidet, auf den anderen Schen⸗ 
kel gefällt ſind, und die Coſinuſſe in den Stücken des anderen 
Keen welche zwiſchen dem Scheitelpunkt und dem Sinus 
iegen. 


Sr 517 

Wir erweitern jetzt den Begriff des Sinus dahin, daß wir 
unter Sinus irgend eines Winkels verſtehen das Maaß der 
Normale, die von dem Punkt, in welchem der bewegte Schenkel 
die Peripherie des Kreiſes ſchneidet, der 1 zum Halbmeſſer und 
den Scheitelpunkt zum Mittelpunkt hat, auf den anderen Schen⸗ 
kel oder deſſen Verlängerung gefällt iſt. 

Eben ſo ſei der Begriff des Coſinus dahin erweitert, daß 
wir unter dem Coſinus irgend eines Winkels verſtehen das 
Maaß von dem Stück des feſtſtehenden Schenkels, welches zwi⸗ 
ſchen dem Scheitelpunkt und dem Sinus liegt. 

So wäre, wenn Fig. 225 der Halbmeſſer des Kreiſes gleich 
der Einheit iſt, das Maaß von CD' der Sinus des Winkels 
BAC“, das Maaß von C”D” der Sinus des erhabenen Winkels 
BAC“, das Maaß von C“ der Sinus des erhabenen Win- 
kels BAC“; ferner das Maaß von AD’ der Coſinus des Win⸗ 
kels BAC, eben fo AD” der Coſinus von BAC“, und AD“ 
der Coſinus von BA0“%. Dabei iſt der Sinus, wie der Co⸗ 
ſinus, nicht größer als Eins. N 

§. 518. 

Man macht leicht die Bemerkung, daß wenn à ein ſpitzer 
Winkel iſt, die Linien einander gleich ſind, deren Maaße wir 
unter * 

Sin a, Sin (2R - a), Sin (2R a), Sin (AR a) 
verſtehen, und außerdem iſt 
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Sind = Sin (n-4R+ ) 
was auch 5 für ein Winkel fein mag, unter n aber eine ganze 
Zahl verſtanden. E 

Eben fo jind die Linien einander gleich, deren Maaße wir 
uns unter 

Cos a, Cos (2R—e), Cos (2R-+«), Cos (AR a) 
vorſtellen, und für jeden Winkel 5 iſt - 

Cos # = Cos (n ARA) 
unter n eine ganze Zahl gedacht. 

Durch die Erweiterung ſind keine neuen Zahlenwerthe für 
die Sinuſſe und Coſinuſſe von Winkeln, welche größer als ein 
rechter Winkel ſind, hervorgegangen. Es hat jeder Winkel, der 
größer als ein rechter iſt, ſeinen Sinus und ſeinen Coſinus 
gemeinſchaftlich mit einem Winkel, welcher einen rechten nicht 


überſteigt. 
f §. 519. 


Während die ſpitzen Winkel und ihre Sinuſſe, oder ihre 
Coſinuſſe, ſich gegenſeitig beſtimmten, tritt jetzt eine Unbeſtimmt⸗ 
heit ein, inſofern nicht mehr jeder Winkel ſeinen alleinigen 
Sinus und Coſinus, denſelben im Gegentheil mit anderen 
Winkeln gemeinſchaftlich hat, ſo daß verſchiedene Winkel gleiche 
Sinuſſe und Coſinuſſe haben, und zu demſelben Sinus oder 
Coſinus verſchiedene Winkel gehören. 

Dieſe Unbeſtimmtheit wird zum Theil gehoben durch einen 
Umſtand, welcher ſich im folgenden Paragraphen erörtert findet, 
und iſt anderen Theils nothwendig, wie man in der Folge er⸗ 
kennen wird. N f 


§. 520. 

Es ſei Fig. 226 XX eine gerade Linie. Die beiden Stücke 
BA und AB erſcheinen zunächſt als zwei gleichgiltig neben ein⸗ 
ander befindliche Linien, und ihre Maaße ſind abſolute Zahlen. 
Nimmt man an, die Linie AB ſei entſtanden, indem der Punkt 
B ſich von A aus in der Richtung AX bewegte, und die Linie 
AB’, indem der Punkt B“ ſich bewegte von A in der Richtung 
Al, fo find die beiden Linien nicht mehr gleichgiltig, ſondern 
haben eine Beziehung zu einander, nämlich die der Entſtehung 
oder der Lage in entgegengeſetzter Richtung. Es entſteht die 
Frage, ob und wie dieſe Beziehung ſich an den Maaßen der 
Linien erkennbar macht. 

Soll man von A aus auf XX eine Linie tragen, deren 
Maaß p—g iſt, fo kann man, wenn p—q = rift, von A 
aus, etwa nach X hin er Einheiten auftragen, und dadurch die 
Linie AB erhalten, Dieſelbe Linie ergiebt ſich, wenn man 
zuerſt von A aus nach X hin p Einheiten aufträgt, wobei 
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man bis C kommen mag, und dann wieder von C aus nach 
A hin q Einheiten. Und ſollte man in derſelben Weiſe eine 
Linie auftragen, deren Maaß p—q iſt, während aber q um 
r größer iſt als p, alſo p—q = —r, fo könnte man nicht 
anders als zuerſt p Einheiten von A aus nach X hin tragen, 
und dann 9 Einheiten von C aus nach der Richtung CA, wo- 
bei man zu einem Punkt B’ gelangen würde, welcher um r 
Einheiten über A hinaus nach 1 hin ſich befindet. Das Maaß 
der Linie AB erſcheint hierbei als die Zahl Pr, das der Linie 
AB’ als die Zahl — r. 

Die Entſtehung von Linien in entgegengeſetzter Richtung, 
oder die entgegengeſetzte Lage von Linien läßt demnach ihre 
Maaße, mit Beziehung darauf, zu poſitiven und negativen Zah 
len werden. Ohne jene Beziehung ſind die Maaße von Linien 
jedesmal abſolut. 

Derſelbe Gegenſatz tritt ein, wenn man in einer Ebene 
eine gerade Linie denkt, und auf den verſchiedenen Seiten die⸗ 
ſer Linie Normalen errichtet. Denn jede der Normalen, über 
die erſte Linie hinaus verlängert, erſcheint in zwei Theile ge⸗ 
theilt, deren Lage entgegengeſetzt iſt. 


8. 521. 

Die Sinuſſe, welche im erſten und im zweiten Quadran⸗ 
ten Fig. 225 ſich befinden, haben dieſelbe Lage in Bezug auf 
den Durchmeſſer BB’, und die, welche im dritten und vierten 
Quadranten liegen, haben unter ſich auch dieſelbe Lage. Es 
iſt aber die Lage der Sinuſſe im erſten und zweiten Quadran⸗ 
ten der Lage der Sinuſſe im dritten und vierten Quadranten 
entgegengeſetzt. 

Daher ſind die Sinuſſe im dritten und vierten Quadranten 
negativ, während wir die im erſten und zweiten Quadranten, welche 
zunächſt als abſolute Zahlen erſcheinen, poſitiv nehmen müſſen. 

Hierdurch beſeitigt ſich, ſo viel es nöthig iſt, die oben 


erwähnte Unbeſtimmtheit. Denn iſt ein echter Bruch + — 


als Sinus gegeben, ſo kann der dazu gehörige Winkel nur ein 
ſpitzer a, oder der ſtumpfe 2K — à fein, oder einer der Winkel 
IR, 6R— a u. ſ. w.; iſt aber — > als Sinus gegeben, 
fo kann der zugehörige Winkel nur 2K Fa fein, oder AR — a, 
oder 6R u u. ſ. w. 

§. 522 


Iſt ferner geſagt, ein Winkel liege im nten Quadranten, 
ſo ſoll darunter verſtanden werden, ſein beweglicher Schenkel 
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liege in dieſem Quadranten. Auch werden wir ſagen, eine 
Funktion liege im nten Quadranten, ſobald der dazu gehörige 
Winkel im nten Quadranten ſich befindet. 

§. 523. 

Die Coſinuſſe der Winkel, welche im erſten und vierten 
Quadranten liegen, haben einerlei Lage (von A nach B), eben 
ſo die, welche im zweiten und dritten Quadranten ſich befinden 
(von A nach B“); und es iſt die Lage der letzteren entgegen⸗ 
geſetzt der Lage der erſteren, daher ſind die Coſinuſſe im erſten 
und vierten Quadranten poſitiv, die im zweiten und dritten 
negativ. a 
3 8. 524. 

* Die Quotienten 555 und 8 — 

os Sin a 
gente und die Cotangente des Winkels a, und bezeichnet 
ſie durch 


nennt man die Tan⸗ 


Tg a und Coig a 
Außerdem pflegt man den Quotienten 


ren die Secante, 


1 2 we 
den Quotienten Sin cz die Coſecante, die Differenz 1 Cos 
den Sinusverſus, die Differenz 1 — Sin æ den Coſinus⸗ 
verſus des Winkels & zu nennen, und durch 
Sec a, Cosec a, Sinv a, Cosinv a 


zu bezeichnen. 
§. 525. 


Sind e und ß ſpitze Winkel, und iſt a größer als 8, 
Sin a Sin 5 
Cos c < Cos 5 
alſo Ig a Ig 5 
Cotg a < Cotg 8 
Sec «> Sec g 
Cosec @ < Cosec 8 
Sinv = Sinv g 
Cosinv « < Cosinv $ 
Jeder fpige Winkel hat feine beſondere Tangente, Co⸗ 
tangente, Secante u. ſ. w., ſo daß der ſpitze Winkel ſeine 
Tangente u. ſ. w., und umgekehrt die Tangente u. ſ. w. ihren 
ſpitzen Winkel beſtimmt. Die Winkel, welche größer als 
ein rechter ſind, haben dieſe Funktionen in abſoluter Hin⸗ 
ſicht gemeinſchaftlich mit den Winkeln, welche einen rechten 
nicht überſteigen. Daraus entſteht auch hier eine Unbeſtimmt⸗ 
heit, die ſich indeß bei den Funktionen Tg, Cotg, Sec und 


ſo iſt 
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Cosec durch die poſitiven und negativen Werthe hinlänglich 
beſeitigt. 

Die Funktionen Tangente, Cotangente u. ſ. w. laſſen ſich 
ähnlich wie Sinus und Coſinus benutzen, um Linien und Winkel 
gegenſeitig zu beſtimmen. Die Funktionen Secante, Coſecante, 
Sinusverſus und Coſinusverſus ſind ziemlich überflüſſig. Mit 
Sinus, Coſinus, Tangente und Cotangente reicht man in den 
Anwendungen bequem aus; der Funktionen Sinusverſus und 
Coſinusverſus werden wir uns nicht bedienen. 


§. 526. 

Die Sinuſſe im erſten und zweiten Quadranten find po⸗ 
ſitiv, die im dritten und vierten negativ, die Coſinuſſe im 
erſten und vierten Quadranten ſind poſitiv, die im zweiten 
und dritten negativ. Daher folgt aus den Erklärungen in 
§. 524, daß die Tangenten im erſten und dritten Quadranten 
poſitiv, die im zweiten und vierten negativ ſind, eben ſo die 
Cotangenten. Die Secanten haben mit den Coſinuſſen, die 
Eojecanten mit den Sinuſſen einerlei Vorzeichen; und die 
Sinusverſus ſowohl als die Coſinusverſus ſind immer poſitiv, 
denn es iſt 1 — Cos c und 1 — Sin à ſtets poſitiv, da Cos a 
nicht >1, und Sin & nicht 1. 

Man hat demnach 


Quadrant 


Funktion 
In m ix 


§. 527. 

Es ſei Fig. 227 der Halbmeſſer des Kreiſes gleich 1. Die 
Normale CD iſt dann der Sinus, das Stück AD der Coſinus 
des Winkels BAC. Es ſei ferner BE normal auf AB. Dann 
findet die Proportion Statt: 

CD: AD = BE: AB 


— 


A\A/I\NAI FCI Gr N | 
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oder Sin BAC: Cos BAC = BE: 1 
Sin BAC 
woraus folgt BE cos BAG 


Das Maaß der Linie BE ift daher die Tangente des Winkels 
BAC. Eben jo iſt, wenn B'F normal auf AB’ ſteht, das 
Maaß von B’F in abſoluter Hinſicht die Tangente des Win⸗ 
kels BAF, B’G die des erhabenen Winkels BAG; und in BH 
hat man die Tangente des erhabenen Winkels BAA. 

Wird die entgegengeſetzte Lage berückſichtigt, ſo erſcheinen 
bei dieſer Conſtruction die Tangenten im erſten und zweiten 
Quadranten poſitiv, die im dritten und vierten negativ, wäh— 
rend die Tangenten im erſten und dritten Quadranten poſitiv 
ſind, und die im zweiten und vierten negativ. 

Nimmt man die Tangenten des zweiten und dritten Qua⸗ 
dranten nicht auf der Normale, welche in dem Punkt B’ ſteht, 
ſondern auf der, welche in B errichtet iſt, zu welchem Ende die 
beweglichen Schenkel der Winkel über den Scheitelpunkt hinaus 
verlängert werden müſſen, ſo erhält man die Tangenten dieſer 
Quadranten auch in Beziehung auf die Vorzeichen richtig. So 
iſt z. B. BF’ die richtig liegende Tangente des Winkels BAF, 
und BG’ die des erhabenen Winkels BAG. 

Will man daher eine Linie conſtruiren, deren Maaß die 
Tangente irgend eines Winkels iſt, ſo errichte man auf dem 
feſtſtehenden Schenkel, in ſeinem Durchſchnittspunkt mit der 
Peripherie, eine Normale, und verlängere den beweglichen 
Schenkel bis zum Durchſchnitt mit dieſer Normale. Das Stück 
derſelben, welches zwiſchen den Durchſchnittspunkten liegt, iſt 
die Tangente des Winkels, vorausgeſetzt, daß man die Tan⸗ 
genten des erſten Quadranten poſitiv nimmt. 

Man hat ferner die Proportion 

AC: AD = AE: AB 
oder 1: Cos BAC = AE:1 


1 
woraus folgt AE Cos BAC' 


Das Maaß von Ak iſt daher die Secante des Winkels BAC. 
Eben fo find A', AG’, AH die Secanten von dem Winkel 
BAF, und von den erhabenen Winkeln BAG und BAH, und 
es fällt in die Augen, daß die negativen Secanten in der 
Verlängerung der beweglichen Schenkel ſich befinden. 
Ferner iſt BD gleich 1—Cos BAC, alſo Sinv BAC, u. ſ. w. 
Die für Tangente u. ſ. f. conſtruirten Linien haben in 
manchen Fällen der Anwendung ihren Nutzen. 
Wolff's Geometrie. 1. Th. 7te Aufl. 16 
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Es laſſen ſich auch Linien conſtruiren, deren Maaße die 
Cotangenten u. ſ. w. ſind. 


§. 528. 
Wenn der bewegliche Schenkel in dem feſtſtehenden ſich 
befindet, ſo iſt Null das Maaß des Winkels, welchen die 
Schenkel bilden. 


§. 529. 

Läßt man einen ſpitzen Winkel abnehmen, ſo wird nach 
§. 507 der Sinus fortwährend kleiner, und nach §. 512 der 
Coſinus größer. Fällt endlich der bewegliche Schenkel in den 
. ſo verſchwindet der Sinus, und der Coſinus wird 
zu Eins. 

Läßt man einen ſpitzen Winkel wachſen, ſo wächſt der Si⸗ 
nus, aber der Coſinus nimmt ab, bis bei 90° er Sinus zu 
Eins wird, und der Coſinus verſchwindet. 

Da der Sinus von O° gleich 0, von 90° aber 1 iſt, und 
der Coſinus von 0“ gleich 1, von 90° gleich 0, fo iſt die Tan⸗ 
gente von 0“ gleich 0, von 90“ gleich 4 gleich oo, die Cotan⸗ 
gente von 0“ gleich 4 gleich oo, von 90° gleich 0, die Secante 
von Oe gleich 1, von 90° gleich 4 gleich oo u. ſ. w. 

Zu den Werthen der Funktionen im erſten Quadranten 
ſind durch die Erweiterung des Begriffs jener Funktionen für 
Sinus noch 0 und 1, für Coſinus 1 und 0, für Tangente 
noch 0 und o u. ſ. w. hinzugetreten. In den übrigen Qua⸗ 
dranten wiederholen ſich in abſoluter Hinſicht dieſelben Werthe. 

Der Sinus durchläuft im erſten Quadranten alle Werthe 
von 0 bis 1, der Coſinus alle Werthe von 1 bis 0, die Tan⸗ 
gente alle Werthe von 0 bis oo, die Secante alle Werthe von 
1 bis oo, u. ſ. w. Ueberhaupt aber durchläuft der Sinus alle 
Werthe zwiſchen +1 und —1, eben fo der Coſinus, die Tan⸗ 
gente alle Werthe zwiſchen —oo bis o u. ſ. f. 


§. 530. 
Es iſt, unter n eine ganze Zahl verſtanden: 
1) Sin O = 0 11) CosR = 0 
2) Sin R= 1 12) Cos 2R = —1 
9 Sin 2R = 0 13) Cos 3 R —0 2 0 
4) Sin 3R = —1 14) Cos 4R = 1 
5) Sin K —0 = 0 15) Cos (4An+1)R = 0 
5 Sin (an 1) R = 1 16) Cos (An+2)R = —1 
Sin(4n+2)R = 0 17) Cos (an＋ꝰ³)R S -O O 


7 

8 Sin (4n-+3)R 1 18) Cos4nR = 1 
0 Sin anRR = —0 0 19) Tg 0 = 0 
0 


10) Cos 0 = 1 20) Tg R = Y = © 
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21) Tg R -O = 28) Colg2R = — o 
22) Tg R Y = x 29) Coig 3R = 0 

1g AR —0=0 30) Coig R = — O 
24 ak >08 31) Cotg (2n+1)R = 0 
25) Tg(2n+2 R = —0 =0 32) Cotg (2n+2)R 2 — 0 
26) Colg O = x 39 See 0 = 1 
27) CogR = 0 34) Sec R= © u. . w. 


welches ſich leicht ergiebt, wenn man den vorigen Paragraph, 
die Erklärung der Funktionen und ihre poſitiven und negati— 
ven Werthe beachtet. 


§. 531. 

Funktionen, welche nicht im erſten Quadranten liegen, 
ſind in abſoluter Hinſicht den Funktionen im erſten Quadran⸗ 
ten gleich. Daher läßt ſich jede Funktion, welche nicht im 
erſten Quadranten liegt, wiedergeben durch eine Funktion im 
erſten Quadranten. Zu dem Ende beſtimme man zuvörderſt 
den Winkel im erſten Quadranten, deſſen Funktion in abſoluter 
Hinſicht gleich der gegebenen nicht im erſten Quadranten be— 
findlichen iſt, und gebe ſeiner Funktion das Vorzeichen, welches 
der gegebenen Funktion zukommt. Der Winkel im erſten Qua⸗ 
dranten giebt ſich leicht aus der Figur zu erkennen. 

Iſt à ein ſpitzer Winkel, fo iſt, unter n eine ganze Zahl 
verſtanden, 


1) Sin (2R—e) Sin c 


2) Sin (ZR) = Sin 

3) Sin (AR α = Sin a 

5 Sin (2n-2R-+-«e) = Sin« 

5) Sin (2n-2R—«) = — Sin « 
6) Sin [(2n+1)2R+e] = Sin « 
7) Sin [2n-+1)2R—a] = Sin @ 
8) Cos (2R -) = — Cosa 

9) Cos(2R+«) = —Cos« 


10) Cos (AR - ) = Cos « 
11) Cos (2n-2R-+«) = Cos 
13 Cos (2n-2R—ea) = Cos a 


13) Cos ee = Cos 
14) Cos |(2n+1)2R—e] = Cos 
15) Tg (2R -a = —Tga 

16) Tg (2R Ta) = g a 

17) 10 (Re Ig 

18) 79 (2n. 2 La) = Tg. 

19 1 = —Tge 15 
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20) Tg |(2n+1)2R+a] = ga 


21) Tg |(2n+1)2R—a| 11g a 
22) Cotg (2R—e) = — Cotg a 
23) Cotg (2R+e) = Colg a 

24) Colg (4R—e) = Colg a 
25) Colg (2n-2R+e«) = Colg a 
26) Cotg (2n-2R—a) = — Colg a 


27) Cotg |(2n+1)2R+e] = Colge 
28) Cotg |(2n+1)2R—a| = Cotg « 
29) Sec (2R—a) = — Sece u. ſ. w. 

Es iſt nämlich Sin (2K — ), wie ſich aus der Figur er⸗ 
ſieht, in abſoluter Hinſicht gleich Sin a, und beide find poſitiv. 
Ferner iſt Sin (2R a) in abſoluter Hinficht gleich Sin a, aber 
der erſtere iſt negativ, daher Sin (LRH) = Sin à u. |. f. 
Die Formel 15) ergiebt ſich durch Diviſion von 1) durch 8) u. ſ. f. 

Vermittelſt dieſer Formeln läßt ſich der Sinus, der Co⸗ 
finus, die Tangente, die Cotangente u. ſ. w. eines Winkels, 
der in irgend einem Quadranten liegt, und der nicht pk iſt 
(deſſen Funktionen der vorige Paragraph beſtimmt) ausdrücken 
durch den Sinus, den Coſinus, die Tangente, die Cotan⸗ 
gente eines Winkels im erſten Quadranten. Dabei muß das 
Maaß des Winkels auf die Form p-2R=e, unter à einen 
ſpitzen Winkel verſtanden, gebracht werden, welches leicht ge— 
ſchehen kann. 

Am häufigſten kommen die Formeln 1), 8), 15), 22) in 
Anwendung. Nach ihnen iſt, wenn zwei Winkel ſich zu einem 
geſtreckten ergänzen, der Sinus des einen gleich dem Sinus des 
anderen, der Coſinus des einen gleich dem Entgegengeſetzten 
vom Coſinus des anderen, die Tangente und Cotangente des 
einen gleich dem Entgegengeſetzten der Tangente und Cotan— 
gente des anderen. Die übrigen Formeln braucht man nicht 
dem Gedächtniß einzuprägen. 

Zwei Winkel, die ſich zu einem geſtreckten Winkel ergän⸗ 
zen, nennt man Supplementswinkel. 


§. 532. 

Macht die Summe zweier ſpitzen Winkel einen rechten 
Winkel aus, ſo iſt der Sinus des einen gleich dem Coſinus 
des anderen, die Tangente des einen gleich der Cotangente 
des anderen, die Secante des einen gleich der Coſecante des 
anderen, der Sinusverſus des einen gleich dem Coſinusverſus 
des anderen. 

i 1 iſt Fig. 224 CB normal auf AB, alſo g = R, 
o iſt 
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Sin a 18 = Cos 5 
ia 15 Sin 6 
und daraus folgt a 8 
A . Colg h 
bold e = Se eg 19 
Sec c = nr = Sin? = Cosec g 
Cosecca = Sr = 048 = Sec 


Sinvae = 1— Cosa = 1 — Sin 5 = Cosinv g 
Cosnve = 1— Sin c = 1—Cosß = Sinv g 
Winkel, deren Summe einen rechten Winkel ausmacht, 

nennt man Complementswinkel. 


§. 533. 
Iſt & ein ſpitzer Winkel, jo iſt 
1) Sin(R+a) = Cos 


2) Sin (3R ) = - Cos 

3) Sin [(An + 9 = Cos 
4) Sin [(An ＋ 3) RAI = Cos 
5) Cos(R+ae) = —Sin« 

6) Cos(3R-+e) = Sin a 

7) Cos sea = — Sina 
8) Cos|(4n+3)R+a| = Sin 
9) Tg(R+a) = — Coig a 

10) Tg (8R+a) = Colg a 

11) Tg b = Coig 
12) Tg [(An 3) R = - Coig 
13) Coig (R = - g 

14) Cotg (3R a = = Ig a 

15) Cotg|(An+1)R+e]| = - g a 
16) Coig |(An+3)R+a| -g a 
A. 


Man bezeichne den Complementswinkel zu a, welcher ſpitz 
ſein muß, mit A, dann iſt nach §. 531 
Sin (2R 5) = Sin g 
oder Sin(R+R—/) = Sin 5 
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oder, da R- g = a, und Sind = Cosa ift, 
Sin (RH) = Cos 
u. ſ. w. 
Auch dieſe Formeln dienen, um Funktionen irgend eines 
Quadranten auf Funktionen des erſten Quadranten zu reduciren. 
Man braucht ſie nicht dem Gedächtniß einzuprägen. 


§. 534. 
Iſt q ein sau 1 Winkel, ſo iſt 
(R+e) = Cos @ 
Cor Ke = Sin 


Denn iſt a = 0, fo iſt 


Sin (Ra) = Sin R= 1 
und Cos & = Cos 0 = 1 
alſo Sin(R+e) = Cos c 
Ferner iſt 

Cos (REH) = Cos R = 0 
und — Sin & = —Sıd =—0 = 0 
daher auch Cos (R+e) = —Sin« 


Für q als ſpitzen Winkel find die Formeln bereits im 
vorigen Paragraph erwieſen. 

Iſt & S pR, unter p eine ganze Zahl verſtanden, ſo iſt, 
da p eine der Formen An, An 2, An+3, An haben muß, 
entweder 


Sin (R) = Sin (An ＋2)R = 0 (&. 530) 
oder Sin (4n ＋ 3) R = 1 
oder = Sin 4nR a) 
oder Sin (4n I) R = 1 
und dabei entweder 
Cos c = Cos(4n+1)R = 0 
oder = Cos(4n+2)R = —1 
oder Cos (An HEN U) 
oder = Cos AnR 5 
alſo jedesmal Sin (RH) = Cos 
Ferner iſt 
Cos (Ra) = Cos (An ＋2)R = —1 
oder = Cos(4n+3)R = 0 
oder = (os 4nR = 1 
oder = Cos(4n+1)R = 0 
und dabei —Sine = —Sin 866 PER | 
oder = —Sin Sag = 0 
oder = —Sin(4n+3)R = 1 
oder = Sin 4nR — 0 
daher auch Cos (Ræα = — Sin a 
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Hit endlich @ irgend ein anderer Winkel, fo kann ſtatt a 
geſetzt werden pR , unter y einen ſpitzen Winkel verſtanden, 
und p muß eine der Formen An 1, 4n+2, 4n+3, An haben. 
Daher iſt entweder 


Sin(R+«) = Sin [(An+2)R+y] = —Siny S. 531. 
oder = Sin |(4n+3)R+y]| = —Cosy S. 533. 
oder = Sin [4nR +7] = Sin $. 531. 
oder = Sin |(4n+1)R+y] = Cos, S. 533. 
und dabei 
Cos c = Cos[(4n+1)R+y7] = Sin S. 533. 
oder = Cos|(4n+2)R+y7] - Cos S. 531. 
oder = Cos|(4n+3)R+y| = Sin y §. 533. 
oder = Cos|4nR-+7] = Cosy §. 531. 
deshalb immer Sin(R+«e) = Cos a 
und eben fo folgt, daß auch in dieſem Fall 
Cos (RC) = — Sin ift. 
Andere Fälle als die erwähnten können nicht eintreten. 


8. 535. 

Wir haben Fig. 225 den Schenkel, durch deſſen Bewegung 
alle Winkel gebildet werden, ſich in der Richtung B00 bewe⸗ 
gen laſſen. Bilden wir einen Winkel, deſſen Bogenmaaß P—q 
ſein ſoll, dadurch, daß wir den beweglichen Schenkel zuerſt in 
der Richtung BC führen, bis er den Bogen p durchlaufen iſt, 
und dann in der entgegengeſetzten Richtung, bis er den Bogen g 
gemacht hat, fo kommen wir, wenn q p, und p—q= —r 
iſt, in der Richtung BC” um den Bogen r über B hinaus, und 
das Maaß des Winkels, welcher durch Drehung in der Rich— 
tung BC’” gebildet wird, erſcheint als negative Zahl. 

Die Maaße der Winkel werden alſo zu poſitiven und 
negativen Zahlen, ſobald wir die Winkel durch Drehungen in 
entgegengeſetzten Richtungen hervorgehen laſſen. 

Und iſt eine negative Zahl als Maaß eines Winkels ge— 
geben, ſo werden wir denſelben bilden, indem wir den beweg— 
lichen Schenkel zunächſt in den vierten Quadranten rücken, 
und demgemäß die poſitiven und negativen Werthe ſeiner Funk— 
tionen beurtheilen. 

§. 536. 


Iſt @ ein beliebiger Winkel, fo iſt 
N 


1) Sin (—- 4) = — Sin a 

2) Cos 5 = Cos 

3) Tg = = —Tge 

4) Coig (—e) = — Coig a 

5) Sec m See a u. ſ. w. 
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Die beiden erſten Formeln ergeben ſich bei der Betrach⸗ 
tung der Figur, die übrigen folgen aus den erſten. 

Die Formeln dienen, Funktionen negativer Winkel durch 
Funktionen poſitiver Winkel auszudrücken. 

Wir werden die Funktionen negativer Winkel zunächſt nicht 
weiter beachten. Iſt daher von einem beliebigen Winkel a die 
Rede, fo iſt unter @ eine poſitive Zahl zu verſtehen. 


§. 537. 
Beim Potenziren trigonometriſcher Funktionen hängt man 
ihnen den Exponenten unmittelbar an, ohne ſie in Klammern 
zu ſchließen. Man ſchreibt z. B. Sin m ſtatt (Sin p)". 


§. 538. Lehrſatz. 
Es iſt, unter a einen beliebigen Winkel verſtanden, 
Sin g ＋ Cos c = 1 

Beweis. 1) Iſt & = O, fs iſt Sin & = 0, aber 
Cos 1 

daher Sine’+Cose’ = OI 1. 

2) Sit a = p. R, unter p eine ganze Zahl gedacht, fo 
iſt entweder Sin a = I und dabei Cos æ = —0, oder es 
iſt Sin & = =0 und dabei Cos c = #1, daher 

Sin c ＋ Cos c = 140 =1 

oder Sin a Cos * = OI = 1 a 

3) Iſt irgend ein anderer Winkel, fo bilden Sin ar, 
Cos & und der Radius des Kreiſes ein rechtwinkliges Dreieck, 
in welchem der Radius als Hypotenuſe erſcheint, und deshalb 
iſt, die Funktionen mögen poſitiv oder negativ ſein, 

Sin c ＋ Cos c = 1. 


§. 539. 
Für jeden Winkel & iſt Tg Cotg a = 1. 
Denn es iſt 


3 Sin & Cos 
e dene eee, a 
§. 540. 

Zwiſchen den Funktionen Sin c, Cos , Tga, Cotg a, 
Sec a, Cosec a, Sinv a, Cosinv a finden die Gleichungen Statt: 
1) Sin c Cos * = 1 


Sin 
2) 19 4 Fos a 
Cos 
e rg 


wwWw.rein.org.pl 
— 


8. 540, Von den trigonometriſchen Funetionen. 249 


1 
4) Sec a 8 
5) Cosec c = Sin cr 
6) Snva = 1 — Cos 
7) Cosiny a = 1 Sin a 


Aus ihnen läßt ſich, wenn eine der angeführten Funktionen 
gegeben iſt, jede der übrigen entwickeln. Dabei werden durch 
eine Funktion alle übrigen ausgedrückt. 

Nimmt man den Sinus als gegeben an, fo folgt aus 1) 

Cos a 1 Sin a 
und dann aus den übrigen Gleichungen, indem man dieſen 
Werth für Cos à ſubſtitnirt: „ 
Sin 1 — Sin «@® 
19 H dim a Coig a = ne . ſ. w. 

Wäre der Coſinus gegeben, fo hätte man aus 1) 


Sin & = 1 Cos 
und dann aus 2) 
1 — Cos 


7g e eee ſ. w. 
08 @ 

Iſt eine der anderen Funktionen gegeben, fo ſuche man 
zunächſt den Sinus und den Coſinus, weil ſich alle übrigen 
Funktionen durch Sinus und Coſinus ausdrücken. 

Sollten z. B. durch Tg a die übrigen Funktionen ermittelt 
werden, ſo hätte man 


RE: Sina _ Sin a 
BT Oos a ai din a 
Sin 
1. 
und daraus Tga = — 


Tg «’— Sin c Tg a = Sin «* 
Tga’ = (- Tg a) Sin a! 
T 


Sin 2 ER 
„Ig 
Ferner Cos c = 1 — Sin a 


m yı 8 
5 1+Tge* 
1 


yi+Tga® 
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0 1 
Für Coig ea hat man nach 8. 539 W 


1 3 
Die Secante iſt gleich 558 = Yi+Tga? u. ſ. w. 
Wenn die Cotangente gegeben iſt, folgt ähnlich 
1 


Sin 2 ——— 

8 71 ＋ Cotg a 
Cotg a 

Cos D 

yi+Colge® 


u. ſ. f. 

Der Inhalt dieſes Paragraphen kommt in Anwendung, 
wenn aus einer Gleichung, welche verſchiedene trigonometriſche 
Funktionen deſſelben Winkels enthält, eine jener Funktionen zu 
entwickeln iſt. Man drückt nämlich durch die zu entwickelnde 
Funktion die übrigen Funktionen aus, und löſt die Gleichung 
nach der erſteren auf. 

g §. 541. 

Nach §. 540 läßt ſich, wenn der numeriſche Werth einer 
Funktion eines Winkels bekannt iſt, der numeriſche Werth jeder 
anderen Funktion deſſelben Winkels beſtimmen. So iſt z. B. 
der Sinus von 30° = 2, nämlich gleich der Hälfte der Sehne 
zu 60˙, welche gleich dem Radius iſt, und man findet nun den 
Coſinus von 30° gleich 7/1 — 1 = 2/3, die Tangente von 30° 


gleich 75 = 373, die Cotangente gleich 73 u. ſ. w. Die Tan⸗ 
gente von 45“ ift, wie aus der Figur leicht erhellet, gleich 1; 
daher der Sinus von 45° gleich 72 = 17/2, der Coſinus eben⸗ 


falls gleich 1/2, die Cotangente gleich 1 u. ſ. w. 

Die eben gefundenen Zahlenwerthe merke man, weil ſie 
Winkel betreffen, die in der Anwendung häufig benutzt wer⸗ 
den. Durch S. 532 folgt noch Sin 60° 37/3, Cos 60 = 4, 
Tg 60˙ = 73, Cotg 60° = 37/3 u. ſ. w. 


§. 542. 

Die numeriſchen Werthe der trigonometriſchen Funktio⸗ 
nen Sinus, Coſinus, Tangente und Cotangente ſind berech— 
net. Man findet fie, oder ihre Logarithmen, in den trigo- 
nometriſchen Tafeln, deren Einrichtung und Gebrauch aus 
ihrer Einleitung zu entnehmen iſt. Die Berechnung der Funk⸗ 
tionen iſt nicht mit Hilfe der Linien, ſondern durch Reihen 
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geſchehen. Dieſe Reihen werden in der Zahlenlehre entwickelt, 
in welcher den trigonometriſchen Funktionen überhaupt eine 
andere allgemeinere Bedeutung zu Theil wird. 
§. 543. Lehrſätze. 
Sind @ und A zwei beliebige Winkel, fo iſt 
1) Sin (« +5) = Sin « Cos g Cos a Sin g 
2) Cos () = Cos Cos Pin « Sin g 
3) Sin (a-) = Sin @ Cos g- Cos & Sin g 
4) Cos (a-) = Cosa Cos $+Sin à Sing 
Beweis. I. Wenn der eine von den Winkeln a und A 
beliebig, der andere Null oder ein rechter Winkel iſt, erſieht 
ſich die Richtigkeit der Formeln vermittelſt der Paragraphen 
530 und 536. Es ſei z. B. 4 gleich Null und 5 beliebig, fo iſt 
Sin (a 5) = Sin g 
Sin a Cos 6 = O Cos 5 = 0 
Cos a Sin 6 = 1 Sin 8 = Sin? 


alſo Sin (a ＋ ) = Sin Cos g Cos à Sin 8 
oder Sin (a -) = Sin (-) = — Sin g 

S in CoS = O. Cos g = 0 

Cosa Sin g = 1 Sin g = Sin g 


folglich Sin (a -) Sin c Cos 5 — Cos « Sin F. 
Aehnlich in den übrigen Fällen, welche hier eintreten können. 
II. Es ſei @ ſowohl als 3 ein ſpitzer Winkel. 

a) Es ſei Fig. 228 M Mittelpunkt des Kreiſes und der 
Durchmeſſer ſei gleich Eins. Die Winkel ABC, ADC, BDE 
ſind rechte. Deshalb und weil der Durchmeſſer Eins iſt, hat 
man BC = Sin a, AB = Cos a, CD = Sin 8, Ab = Cos 8, 
BD = Sin BED = Sin (g). Denn BED und BAD ſtehen 
auf demſelben Bogen]. Nach S. 266 iſt aber 

AC. BD d. h. 15 Sin (5) = Sin @ Cos 84 Cos & Sin ß. 
Tritt die Lage Fig. 229 ein, fo iſt BAD BED = 2R 
nach §. 265, und Sin BED = Sin (a g) nach 8. 531. 
b) Bei denſelben Vorausſetzungen hat man an Fig. 230 
Cos c Cos g = Sin «Sin GAD. BC s 
oder, da AD = I iſt, 
BC = Cosa Cos $— Sin æ Sin 8 
Nun iſt BC = Cos BCE, und BCE ift ag, denn ACM 
iſt gleich a, weil MC = MA, und ACB iſt gleich 5, weil dieſe 
Winkel auf gleichem Bogen ſtehen, Man hat daher 
Cos (g) = Cos & Cos g — Sin Sin 8. 
In der Lage Fig. 231 iſt 
Sin c Sin g = Cosa Cos g AD. BC 
oder BC = Cosa Cos g Sin a Sing. 


1 
= 8 . I 
A/NA/NAI AI Ar M 
\W/ VV VV r 0 1 1 1.0 r 0 | [ ) || 


I 
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Es iſt BC = Cos EBC. Es iſt MBA = a, weil MB = MA, 
und ABC = 2, d. h. a ＋ EBC = 2R, folglich 
Cos (ag) = Cos EBC = —BC, daher hat man wiederum 

Cos ( g) = Cos & Cos 5 — Sin Sin 5. 
c) Fig. 232 iſt unter gleichen Vorausſetzungen 
Sin c Cos 5 = Cose Sin G AD. BC 
oder, da AD S1 iſt £ 
BC = Sin à Cos $— Cos a Sin g 
und BC ijt Sin BEC, während BEC = BAC A- 8 iſt. 
d) Fig. 233 iſt, M als Mittelpunkt, und den Durch- 
meſſer gleich Eins gedacht 
1. BD = Cos Cos 5 Sin « Sin 5 
und es iſt BD = Cos EBD = Cos (c — g), denn MBA iſt gleich 
c, da MB gleich MA, und DBA iſt gleich F. 

III. Um die allgemeine Giltigkeit zunächſt der beiden er⸗ 
ſten Formeln darzuthun, erweiſen wir folgenden beſondern Satz: 
Iſt für irgend zwei Winkel x und y 

Sin (x+y) = Sin x Cos y Cos x Sin y 
Cos(x+y) = Cos x Cos y Sin x Sin y 
ſo iſt auch 
Sin (R+x)+y] = Sin (R+x) Cos y+ Cos (R/) Sin y 
Cos|(R+x)+y] = Cos(R+x) Cos y- Sin (R x) Sin y 
Es iſt nämlich nach S. 534 
Sin (R+x-+y) = Cos (xy) 
wofür wir ſetzen wollen 
Cos x Cos y— Sin x Sin y 
ferner Cos (RX TV)) = — Sin (xX y) 
und dafür mag geſetzt werden 
— Sin x Cos y — Cos x Sin y 
Wegen deſſelben Paragraphen iſt 
Cos x = Sin (RN) 
— Sin x = Cos (RN) 
alſo, wenn man ſubſtituirt, 

Sin (R+x+y) = Sin (Rx) Cos y Cos (R Sin y 
Cos (RX Y) = Cos (RAY Cos y- Sin (R-+x) Sin y 
Dies iſt richtig, fo lange die Formeln für Sin (X + y) und 
Cos (x y) gelten. Darin liegt, daß, wenn die Formeln 
gelten für Sin (X y) und Cos (X), fie auch gelten für 

Sin [(R+x)-+y] und Cos [((R+x)-+y]. 

IV. Durch J. und II. iſt erwieſen, daß die Formeln für 
Sin (a ) und Cos (g f= ) gelten, wenn a und A irgend 
zwei Winkel im erſteu Quadranten vorſtellen, 0“ eingeſchloſſen. 
Dann gelten nach III. auch die Formeln für Sin (R+«)+/] 
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und Cos (Ra) g, (wobei R 90° und jeden Winkel 
des zweiten Quadranten repräſentirt). Deshalb gelten ſie nach 
III. auch für Sin (2 RC) =] und Cos [(R) g, dann 
für Sin [(SR I und Cos (3R N) 5 u. ſ. w. für 
Sin [(nR+«)-+ A] und Cos[(nR-+«@)-+]; d. h. die erſten For⸗ 
meln gelten, wenn der eine Winkel in irgend einem Quadran⸗ 
ten, der andere im erſten liegt. Gelten die Formeln, wenn cr 
ganz beliebig iſt und A im erſten Quadranten ſich befindet, 
jo gelten fie wiederum nach III. für Sin [ (R a und 
Cos a + (R A] u. ſ. f. u. ſ. f. für Sin ( + (nR-+ )] und 
Cos ſ + (nR + g)], d. h. für ganz beliebige Winkel. 

Um die Formeln 3) und 4) unſeres Satzes allgemein zu 

beweiſen, ſetzen wir in 
Sin (n Pf) = Sin à Cos 5 Cosa Sin 5 
Cos (ac g) = Cosa Cos g Sin à Sin g 
y—ß ſtatt a; dadurch entſteht 

1) Sin 7 = Sin () Cos g Cos (y- ) Sin 5 

2) Cos = Cos(y—P) Cos 5 Sin (- Sin 8 
und entwickeln hieraus Sin (7-5) und Cos (y—P). 

Wir multipliciren die Gleichung 1) mit Cos A, die an- 
dere mit Sin 5, das liefert 

Cos h; Sin „ = Sin (= Cos g Cos (/ Sin g Cos A 
Sin 5 Cos = Cos (y—P) Cos 5 Sin d— Sin (-) Sin 85 
und wenn wir ſubtrahiren 
Sin / Cos 6 Cos Sing = Sin (=) Cos 5e Sin $?] over 
da nach §. 538 Cos 5 ＋ Sin 5 = 1 iſt 
3) Sin („—P) = Siny Cos d— Cos Sin g 
Wir multipliciren ferner die Gleichung 1) mit Sin 5, die Glei— 
chung 2) mit Cos 5, ſo entſteht 
Sin y Sin 5 = Sin RA. Sin 5 Cos G Cos (- ) Sin 8° 
Cos Cos g = Cos(y—P) Cos $’— Sin (-) Sin g Cos g 
Beides addirt, liefert 
Sin y Sin p Cos y Cos gp = Cos(y— $)|Cos 5 Sin “] oder 
4) Cos (5) = Cosy Cos 5 ＋ Sin Sin g 
Und ſetzen wir in 3) und 4) ſtatt „, das jeder Winkel fein 
kann, lieber a, fo haben wir allgemein giltig die beiden letzten 
Formeln des Satzes. 

Vermittelſt der Formeln dieſes Paragraphen wird der 
Sinus und der Coſinus einer Summe oder einer Differenz 
zweier Winkel ausgedrückt durch den Sinus und den Coſinus 
der einzelnen Winkel. 
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§. 544. 
Die Formeln 
I) Sin c , Cos c = 1 
II) Sin (n g) = Sin & Cos 5 ＋ Cos a Sin A 
III) Cos (a +$) = Cosa Cos P—Sin a Sin g 
IV) Sin (c= 5) = Sin à Cos $— Cos a Sin g 
) Cos (æ ) = Cos & Cos $ + Sin « Sin 8 
finden bei Berechnungen, welche vermittelſt trigonometriſcher 
Funktionen angeſtellt werden, vielfache Anwendung. 

Aus ihnen laſſen ſich andere ableiten, entweder dadurch, 
daß man den Winkeln beſondere Werthe beilegt, oder da— 
durch, daß man die Formeln verbindet, oder, indem beides 
geſchieht. Die Ableitung der nothwendigſten Formeln mag 
hier folgen: 

a) Man ſetze in der zweiten Formel à ſtatt 5, und fie 
geht über in 

Sin 24 2 Sin a Cos 


oder wenn man 25 ſtatt a ſetzt 
& 
. 

Dieſe Formeln dienen, den Sinus irgend eines Winkels 
durch den Sinus und den Coſinus des halben Winkels aus⸗ 
zudrücken. 

b) Wird in III) & ſtatt A geſetzt, fo entſteht 

1) Cos 2a = Cos a — Sin c 


oder wenn man 2 ſtatt a ſetzt 


Sin & = 2 Sin 2 Cos 


a? ‚a? 0 
Cos æ = Cos 2 Sin 5 
iernach läßt fich der Coſinus irgend eines Winkels durch den 
inus und den Coſinus des halben Winkels ausdrücken. Will 
man Cos 20 bloß durch Sin a wiedergeben, fo ſetze man nach 
I) 1— Sin a ſtatt Cos a, und es entſteht 
2) Cos 26 1 — Sin a — Sin c = 1 — 2 Sin c 
Und will man Cos 2% lediglich durch Cos c ausdrücken, fo 
ſchreibe man wegen I) 1 — Cos a ſtatt Sin &. Dadurch 
entſteht 
3) Cos 2c = Cos 4 (1 — Cos c = 2 Cos a — 1 
Aus Cos 24 1 —2 Sin a 
folgt 1 — Cos 20 = 2 Sin a 
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und > ſtatt 2 geſetzt 


2 
4) 1 - Cos & = 2 Sin — 


Aus Cos 260 = 2 Cos a — 1 
folgt 14 Cos 24 = 2 Cos a 


und > ſtatt q gefchrieben 
2 
5) 14 Cos o 2008 
Die Formeln 4) und 5) finden ſich auch ſehr einfach, 


indem man 1 2 Cos —+ Sin 

2 2 
nd — . N 2 
u Cos « Cos 5 Sin 2 


addirt und ſubtrahirt. 
Ferner folgt, weil nach a) Sin a = 2 Sin Cos Fu iſt, 


2 
1 (c 
1—Cose _ nn Ar 
Sn e 2 
3 
2 
[7 
1＋Cos 20087 @ 
7 Sin a 5 0 = Coilg 2 


2 Sin 1 008-2 
c) Das Addiren der Formeln II) und IV liefert 
1) Sin (a) ＋ Sin (a =) = 2 Sin à Cos 8 
das Subtrahiren der Formel IV) von der Formel II) 
2) Sin (a ) - Sin (g = = 2 Cos à Sin g 
Die Summe der Formeln III) und iſt 
3) Cos (a) Cos (a-) = 2 Cos a Cosß 
die Differenz der Formel V) und III) f 
4) Cos (a5) - Cos (ag) = 2 Sine Sing 


Man ſetze 4 g = 1 
und es folgt * urn 
DR 
Rate 
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Dieſe Werthe ſubſtituire man, und es entſteht 
5) Siny+Sind = 28in „ 


2 
6) Sin 5 — Sin d = Per 
7) Cosy+Cosd = 200742 007 = 
8) Cos d Cosy = 2Sin tn 


Nach dieſen Formeln läßt ſich ftatt der Summe oder ftatt 
der Differenz zweier Sinuſſe oder Coſinuſſe ein Product ſetzen. 
Sie ſind von beſonderer Wichtigkeit. 

Dividirt man die Formel 5) durch 7), ſo folgt 

Sin 7 ＋ Sind y+ö 
) Cosy+bossd 2 
und die Diviſion von 7) in 6) liefert 
Sin y— Sin ö 7 — 0 
) Cos / +Cosö u er 

Wird 9) durch 10) dividirt, jo entſteht 
2＋ 
. 

y—ö 
Tg 5 
Das Product der beiden 5 2 und 6) giebt 


Sin y: Sin 6 281m ZI ° 225 sin L 275 


Sin z Sin 9 _ 18 
Siny— Sin S 


11) 


cos? — 32 Cos 


Rn 2 er 8 9 
= 2 Sin 2 Cos 5 2 25in 2 Cos 2 


oder, weil nach a) Sin« = 2 Sin 2 Cos it 


12) Sin 5 — Sin d = Sin (y+6) Sin (y— 0) 

Die Multiplication der Formeln 7) und 8) liefert eben ſo 
13) Cos o: Cos = Sin (y) Sin ( oͤ 

d) Man dividire die zweite Formel durch die dritte, das 


liefert 
Sin & Cos 5 ＋ Cos & Sin 5 


Ig ( ) = Cos & Cos g — Sin & Sin Y 


. 
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oder Zähler und Nenner durch Cos æ Cos 5 dividirt und überall 
E Mt ge 
1 Cos geſetz 
Tg Ig g 
T 2 oT 
1) Tg (a g Ig 18 
Dividirt man die vierte Formel durch die fünfte, ſo ergiebt 
ſich eben ſo 
RE Tga - Tg 
Wird die dritte Formel durch die zweite dividirt, ſo entſteht 
Cos & Cos g - Sin æ Sin g 
0 = 
EA Sin c Cos G Cos & Sin 5 
und daraus, wenn man Zähler und Nenner durch Sin a Sin 5 


dividirt bene 
Cotg a Cotg 1 
eee Cotg g Coig a 
Eben jo findet ſich durch Diviſion von IV) in V) 


Cotg e Cotgf+1 
2) Cote (a = Tore eie 
Vermittelſt dieſer Formeln drückt man die Tangente und 
die Cotangente einer Summe oder einer Differenz zweier Win⸗ 
kel durch die Tangenten und die Cotangenten der einzelnen 
Winkel aus. 


Setzt man in 1) und in 3) à ſtatt A, fo folgt 


2 Tg 
8 e er 7° 5 
Cotg a’ — 1 
6) Colg 20 = 2 Colg a 
§. 545. 


Zur beſſeren Ueberſicht mögen die bisher entwickelten 
Formeln und einige leicht aus ihnen abzuleitende zuſammen⸗ 
getragen werden: 


1) Sin a ＋ Cos * = 1 
Sin * = 1 — Cos d 
Cos * = 1 — Sin a 
Sin « *I cs 
Cosa = Sin «® 
Wolf's Geometrie. 1. Th. Tte Aufl. 17 
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2) Tg a Colg a = 1 


1 
. Cotg a 

1 
Cotg a = Tea 


3) Sin (a g) = Sin à Cos g + Cos a sin 9 
4) Sin (a- 5) = Sin a Cos 55 Cos a Sin g 
5) Cos ( = Cosa Cos 6 Sin & Sin g 
6) Cos (c , = Cosa Cos 5 Sin à Sin g 
7) Sin 2c = 2Sin a Cos a 


; SE & 
Sin & = 2 Sin J Cos 2 


8) Cos 2c Cos c — Sin a 
2 


ART. 27 

Cos ck = Cos J. — Sin 
9) Cos 2c = 1 — 2 Sin a 
2 
G „ 


2 
10) Cos 24 2 Cos & — 1 


2 
Cos c = los —1 


2 

2 
11) 17 Cos = 20055 
2 
12) 1— Cosa = 2810 — 
1 ＋ Cos . 

1 Cos c 
14) Sina b 2 


15) Sin (4 L) L Sin (9 = 28in a Cosß 


Sin ne Bin a 8 9 28 J. Cos 
16) Sin 4 = 2Cose Sin 5 
Sin Bi in = 20062 Sin £ 


17) Cos (c Cos ( ) = 2 Cos a Cos g 


Cos 2 ＋ 00 1 2005 2 Cos 


2 
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18) re Cos(@e+f) = 2Sin & Sin 


ei * +ß ß 

Cos 5 — Cos —— en 2 Sin J. Sin 2. 
19) Sin ＋ Sin # = 2Sin be e 
20) Sin «—Sin ß = 2 CoS sin Rn 
21) Cos c ＋ Cos 8 = 2 cos — 5 


22) Cos - Cos 9 = 2Sin 20 Sin PZ® 


2 
Sina+Sin® _ 4 «+ß 
Cose+(sß °7 


23) 
Sin & — Sin _ q 5 
Cos a Cos 8 
a+ß 
2 


24) 


) Sin e f. 8 _ Tg 
Sin a Sin Tg 4a 


26) Sin c — Sin 5 = n (a % Sin (a ) 
27) Cosa Cos: = Sin («+ P) Sin (H c 
28) 78 ( 6) = 1 163 795 

29) Tg(«—P) = ns 

30) doi (e % = ie 
31) Colg (ap) = Colt Cg e 


2 Tg a 
„ Cotig a — 1 
een ee en 


Nummern, welche fernerhin angegeben ſind, beziehen ſich 
auf dieſe Formeln. 
§. 546. 


Die Reductionen, welche die Formeln in §. 531 und 
§. 533 bewirken, laſſen ſich leicht vermittelſt der Formeln 3), 
4), 50, 6) ausführen. 
* 
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Es ſei z. B. Sin (3R a) gegeben. Es ift 
Sin(3R+«) = Sin 3R Cos c + Cos 3R Sin a 
= 1. Cos c O- Sin a 
= A Cos 
Oder es ſei gegeben Cos (5R -). Es iſt 
Cos (Ra) = Cos R Cosa + Sin 5R Sin « 
= O- Cos c Sin a = Sin 
Wäre gegeben Ig (Ra), fo iſt 
Sin (R a) 
e Cos (R a) 
Sin R Cos a ＋ Cos R Sin a 
Cos f Cosa Sin R Sin « 
Cos «@ ; 
ae ee BEP 
Zugleich erhellet, daß die auf dem gegenwärtigen Wege 
gewonnenen Reſultate für jeden beliebigen Winkel & gelten. 
In gleicher N au ſich, daß für jeden Winkel a 


Sin (R—e) = Cos a 
Cos (Ra) = Sin 
iſt, alſo auch Tg (R- c) = Cotg d u. ſ. w. 
§. 547. 


Sit & Ey = 2R, fo iſt 
2 Sin , Sin 9 Sin y = 4 Cos 3% Cos 35 C05 7 
Sin a ＋ Sin 5 Siny = 4 Sin 3 Sin 48 Cos 327 
Es iſt 
Sin Sing 
Sin y 


2 Sin 4(@-+ß) Cos - (19) 
2 Sin 37 Cos 427 (7) 
alſo 
Sina Sin p Sin y = 2[Sin 0 0 C0 24) Sin y Cos 
Nach der Vorausſetzung it 2(e+ß)+27 = R, folglich 

Sin (0.5) = Cos4y, und Sin 27 = cos 3(@+ß) 
Diefe Werthe jubftituive man, und es entjteht 
Sin c Sin 5 Sin 7 = eee 

= 4 Cos 36 Cos 20 Cosy 17) 
Eben ſo ergiebt ſich die zweite Formel. 
§. 548. 
Aus der Gleichung 
a Sin xb Cos x c 


läßt ſich Sin x entwickeln, wenn / — Sin x? ftatt Cos x ge- 


ſetzt wird; oder Cos x, wenn man Sin x durch 7/1 — Cos x? 
erſetzt. Im erſten Fall entſteht 


a Sin x h/ Sin x; = c 
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und hieraus folgt 
ac Ya?c?+(a?+b?)(b’—c®) 
a? + b? 

Aehnlich im anderen Fall. 

Für die Berechnung mit Logarithmen iſt der gefundene 
Ausdruck unbequem. Kommt es nicht darauf an, gerade Sin x 
oder Cos x zu entwickeln, jo kann man folgenden Weg ein- 
ſchlagen: Man dividire die Gleichung durch a oder durch b, 
etwa durch a, und es entſteht 


Sin x . — Cos x = — 
Die Tangenten durchlaufen alle Werthe von — oo bis +00; 
deshalb giebt es einen Winkel , deſſen Tangente 105 iſt, und 
der in den trigonometriſchen Tafeln kann gefunden werden. 
Man ſetze 7g / ſtatt =, und es entſteht 


Sin x = 


Sin x ＋ Tg y Cos x = = 
oder, mit Cos ꝙ multiplicirt, 
Cos ꝙ Sin x Sin ꝙ Cos x 


0 
— Cos 


Sin ( = 2 Cos p (3) 


Durch den Werth für Sin (g+x) findet man vermittelſt der 
Tafeln den Winkel x, und dann x, wenn man 5 ſubtrahirt. 
§. 549. 

Es ſei ein Winkel x durch eine von den ſechs Funktionen 
Sin, Cos, Tg, Cotg, Sec, Cosee gegeben. Schließen wir die 
Winkel aus, welche 360° überſteigen, jo bleibt der Winkel x 
inſofern unbeſtimmt, als er in einem oder in einem anderen 
Quadranten liegen kann, denn jede der angeführten Funktionen 
iſt in zwei Quadranten poſitiv und in zwei Quadranten negativ. 

Den Winkel zu beſtimmen find zwei Funktionen erforder⸗ 
lich, welche nicht in zwei Quadranten daſſelbe Vorzeichen ges 
meinſchaftlich führen. Zwei beſtimmende Funktionen ſind 


Sin und Cos Cos und Cosec 
Sin =» Tg Tg: =: Sec 
Sin = Cotg Tg = Cosec 
Sin = Sec Cotg = Sec 
Cos = Tg Cotg = Cosec 
Cos = Cotg Sec = Cosec 
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Es ſeien z. B. Sin und Cos gegeben. Sind beide Funk⸗ 
tionen poſitiv, ſo liegt der Winkel im erſten Quadranten, ſind 
beide negativ, im dritten. Iſt der Sinus poſitiv, der Coſi⸗ 
nus negativ, fo befindet ſich der Winkel im zweiten Quadrau⸗ 
ten; iſt der Sinus negativ, der Coſinus poſitiv, ſo liegt der 
Winkel im vierten. N 

Häufig ſind ſonſtige Umſtände bekannt, welche zur Beſtim⸗ 
mung eines Winkels beitragen. Vorzüglich zu beachten iſt der 
Fall, daß der Winkel x nicht 180° erreichen kann, wie z. B. 
wenn er einem Dreieck angehört. In dieſem Fall reicht jede 
Funktion zur Beſtimmung des Winkels aus, welche in den 
beiden erſten Quadranten verſchiedene Vorzeichen führt, alſo 
jede der Funktionen 

Cos, Tg, Cotg, Sec. 
Sin oder Cosec allein beſtimmt den Winkel nicht, aber durch 


Sin oder Cosec ift der Winkel feſtgeſtellt, weil > 8 


jo lange x 180“. 

Sinv oder Cosinv, als ſtets poſitiv, läßt den Quadranten 
unentſchieden. Auch kann eine dieſer Funktionen in Verbindung 
mit einer der ſechs oben angeführten nicht zur Beſtimmung des 
Winkels dienen, weil dann immer beide Funktionen in zwei 
Quadranten daſſelbe Zeichen (+) gemeinſchaftlich führen. Sin y 
oder Cosinv iſt nur brauchbar, wenn ſonſtige Umſtände den 
Quadranten feſtſtellen. 

Aus den trigonometriſchen Tafeln laſſen ſich die Funk⸗ 
tionen Sin, Cos, Tg, Cotg eines jeden Winkels entnehmen, 
und umgekehrt, vermittelſt der Tafeln kann jeder Winkel er⸗ 
halten werden, für welchen beſtimmende Funktionen ermit⸗ 
telt ſind. 

$. 550, 
Uebungen und Praktiſches. 


1) Wie wird ein Winkel beſtimmt? Wie wird ein Winkel 
betrachtet bei der Erweiterung des Begriffs? 

2) Was verſteht man unter dem Sinus und unter dem Co- 
ſinus eines ſpitzen Winkels? Weshalb iſt durch den Sinus 
oder durch den Coſinus ein ſpitzer Winkel beſtimmt? Wie 
ſind die Begriffe des Sinus und des Coſinus erweitert 
worden? Sind bei der Erweiterung in abſoluter Hinſicht 
neue Zahlenwerthe für Sinus und Coſinus hervorgegangen? 
Iſt bei dem erweiterten Begriff des Sinus und des Coſinus 
durch den Sinus oder durch den Coſinus ein Winkel be⸗ 
ſtimmt? Welche Vorzeichen hat der Sinus, welche der 
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Coſinus? Wie viele Winkel gehören zu einem gegebenen 
Sinus, oder zu einem gegebenen Coſinus? 


3) Was verſtehen wir unter der Tangente, der Cotangente, 
der Secante, der Coſecante, dem Sinusverſus und dem 
Coſinusverſus eines Winkels? Wie wird die Tangente con⸗ 
ſtruirt, wie die Secante, der Sinusverſus? Welche Vor- 
zeichen haben Tangente, Cotangente, Secante, Eofecante, 
Sinusverſus, Coſinusverſus? 


4) Welche Werthe durchläuft der Sinus, der Coſinus, die 
Tangente, u. ſ. w.? N 


5) Wenn zwei Winkel zuſammengenommen einen geſtreckten 
Winkel ausmachen, wie ſind die Sinuſſe der Winkel beſchaffen, 
wie die Coſinuſſe, die Tangenten u. ſ. w.? 

6) Wenn die Summe zweier Winkel einen rechten Winkel be⸗ 
trägt, durch welche Funktionen des anderen Winkels drückt 
ſich der Sinus, der Coſinus, die Tangente u. ſ. w. des einen 
Winkels aus? 

7) Wie entſteht ein Winkel, deſſen Maaß eine negative Zahl 
iſt? Wie laſſen ſich die Funktionen negativer Winkel durch 
Funktionen poſitiver Winkel ausdrücken? 

8) Welche Gleichungen finden zwiſchen den acht Funktionen 
eines Winkels Statt? Wenn eine Funktion eines Winkels 
gegeben iſt, wie läßt ſich jede der übrigen finden? 

9) Was iſt Sin (a gg) und was iſt Sin & ＋ Sin 5? Was iſt 
Sin (4-5) und was iſt Sin & Sin 5? Was iſt Cos(«+P) 
und was iſt Cos c Cos 8? Was iſt Cos (a- 55) und was 
iſt Cos c = Cos A? Was iſt Cos c Sin a? und was iſt 
Cos c — Sina’? Was iſt Sin 2, und welche Ausdrücke 
hat man für Cos 2? Was iſt 1 7 Cos ꝙ und was iſt 
1 Cos 4? Was iſt Tg (a), Tg («—P), Colg («+P), 


Cotg (a-), 7g 20, Cotg 20? Was iſt 2 Sin ee cos er 


Was iſt 28in a Sin Ege, und was iſt 2 Sin 2 Sin ef 
U. ſ. w. 

10) Wie laſſen ſich die nachſtehenden Formeln herleiten? 
Sit a+ß+y= 2, fo iſt 


Cos a Cos 5 Cos = 1+48in > Sin 5 Sin 2 
Cos & Cos 5 Cos = 144008. Cos Sin 2 
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Sin æ ＋ Cos g Cosy = 4810: F. Cos T Cos EFF 
Sina— Cos Cosy = — 48in Sin pie [Ir 


Sin & ＋ Sin 6 ＋ Sin y? 
Cos c + Cos 5 + Cos y? 
Cos c ＋ Cos 5. Cos y? 
Sin a ＋ Sin #° ＋ Cos y? 
Sin a + Sin #°— Cosy: 
Sin c + Cos g ＋ Cos * = 201 Cos & Sin g Sin y) 
Sin a Cos g. Cos * = 2 Cos & Cos g Cosy 

Sina Sin g Cos y Sin a Cos g; Sin y Cos æ Sin g Sin / 

= 1 ＋ Cos Cos g Cosy 


2017 Cos Cos g Cos) 
1 2 Cos Cos g Cos y 
1—2Sin « Sin g Cos y 
17 2 Sin a Sin # Cos 
1 ＋ 2Cos a Cos gᷓ Cos 


e ll 


Sin E Sin g Cos 7 1 Sin 2 2 Cosg Sin 5 cos J sing Sin 
5 


Cos — © Cos Cost = 


Sin a Cos g Cos y Cos & Sing 0 > Cos g; Sin y 
= Sin a Sin g Sin y 


sin f. Cos N Cos. +00s- Sin A 4 2 Cos Cos Cos Sin 


‚ra DA sin 8 Sin- 


(Sin«+Sind+Siny) (Sina -Sinp Sin y) (Sine—Sind+Siny) x 
(— Sin 4 ＋ Sing Sin y) = 4 Sin a Sing? Sin y? 
Tga+Tgß+Tgy = 13 


E Cote 
cotg - 100184 ＋ 01 — coig Cotg Colg > 


ß 2 
76. 18. 78 . 1 ＋ 178 2 12 _ 


Colg æ Coig g Coig a Colgy+ ei Cotgy = ; 
7. 76 L185 =Tg 2787 8 . +Seo g See . Sec. 


— Cotg a Colg h Cotgy 
coig a. Colgß+ Colgr = Colge 1 60 Cosec hg Cosecy 
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Tga Tgd+Tga Tgy+TgATgy = 1+ Seca Sec$ Secy 
* a 
Colg 2 Colg sk Cotg 3 Cotg Z + Cotg 23 Colg z 


. 
2 


. 


= 1-+ Cosec > Cosec — Cosec 2 


Funfzehntes Kapitel. 


Trigonometriſche Berechnung der Dreiecke. 


§. 551. Aufgabe. 

Die Hypotenuſe eines rechtwinkligen Dreiecks ſei a, einer 
der ſpitzen Winkel ſei a, man ſoll die Katheten und den In⸗ 
halt des Dreiecks berechnen. 

Auflöſung. Die dem Winkel a gegenüberliegende Ka⸗ 
thete ſei x, die andere y. Dann iſt 


RL Sin« 
A 
> = Cos« 
folglich 1) Xx = a sin c 
2 = ud Cos 


J. 
Der Inhalt des Dreiecks iſt das halbe Product aus den Ka- 
theten, demnach gleich 


a; Sin Cos 


2 

Die Reſultate unter 1) und 2) kommen oft zur Anwen⸗ 
dung. Nach ihnen iſt jede Kathete gleich dem Product aus der 
Hypotenuſe in den Sinus des Winkels, welcher der Kathete 
gegenüberſteht, oder in den Coſinus des an der Kathete liegen— 
den ſpitzen Winkels. 

§. 552. Aufgabe. n 

Eine Kathete eines rechtwinkligen Dreiecks ſei a, der an 
ihr liegende ſpitze Winkel a, es ſoll die andere Kathete, die 
Hypotenuſe und der Inhalt berechnet werden. 

Auflöſung. Es bezeichne x die andere Kathete, y die 
Hypotenuſe. Dann iſt 


= Sin 


—= Cos 


A 
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Man dividire die erſte Gleichung durch die zweite, das liefert 


) — = Tga 
alſo 2) x = ag a 
Aus der zweiten Gleichung folgt 
a 
3 „ = N a Sec a 


Der Inhalt des Dreiecks iſt das halbe Product aus den 
Katheten, alſo gleich 
a: Tg a 
2} . 
Wäre ftatt des an der Kathete a liegenden ſpitzen Win⸗ 
kels a der ihr gegenüberliegende Winkel 5 gegeben, jo würde, 
weil Tg a gleich Cotg ß und Cos «& gleich Sin 5 iſt, ($. 532) 


X 
SE = Cotg £ 
x = alotg 
Ye 5 = a Cosec ß 
ſein, und der Inhalt gleich 
Mer a” Cotg 5 
2 
Die Reſultate unter 1), 2), 3) kommen oft zur An⸗ 
wendung. 
§. 553. 


1) Wenn in einem Kreiſe, deſſen Durchmeſſer d iſt, eine 
beliebige Sehne a gedacht wird, und irgend ein Peripherie- 
winkel a der Sehne, fo iſt 

a = d Sin 

Iſt Fig. 234 die Sehne nicht Durchmeſſer, ſo gehört zu 
ihr ein ſpitzer Peripheriewinkel, wie BGE, und ein ſtumpfer, 
BCE, und es iſt BGE-+-BCE = 2R, alſo Sin BGE = Sin BCE. 
Man denke den Durchmeſſer BF und die Sehne EF, und es 
iſt BEF ein rechter Winkel, deshalb nach §. 551 

a = d Sin BFE 
mithin auch a = d Sin BGE = d Sin BCE. 

Iſt die Sehne Durchmeſſer, ſo iſt jeder ihrer Peripherie⸗ 
winkel ein rechter, alſo d Sin & = d Sin 90% = d. 1 = d. 

2) Sind daher Fig. 235 a, b, c, die drei Seiten eines 
Dreiecks, a, A, y die ihnen beziehlich gegenüberſtehenden Win⸗ 
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kel, und bezeichnet d den Durchmeſſer des Kreiſes, welcher um 
das Dreieck liegt, ſo iſt 
a = d Sin c, b = d Sin p, ce = d Sin . 


§. 554, 
Es ſeien Fig. 236 a, b, e die drei Seiten irgend eines 
en d, 5, 5 die ihnen beziehlich gegenüberſtehenden Winkel. 
s iſt ö 
1) a Sin 8 = b Sin 
2) a Cos 8 + b Cos c = c 


Man hat 
Sin c Sin 5 = Sin g Sin a a 
Der Durchmeſſer des Kreiſes, welcher um das Dreieck liegt, 
ſei d und es folgt 
d Sin Sin g = d Sin 5 Sin @ 
oder wegen des vorigen Paragraphen 
a Sin p = b Sin 
Weiter iſt 
Sin & Cos g Cos q Sin 9 = Sin(«+f) = Sin 
alſo d Sin c Cos d Sin p Cosa = d Sin y 
oder a Cos Bb Cos c = c 
Dieſe Herleitungen gelten, wie auch die Winkel æ und A 
beſchaffen ſein mögen. Auch vermittelſt §. 551 ergeben ſich 
die Gleichungen einfach, wenn man aus dem Durchſchnittspunkt 
der Seiten a und b eine Normale auf die Seite c fällt; man 
muß dann aber, je nachdem einer der Winkel an o, etwa £, 
ein ſpitzer, ein rechter oder ein ſtumpfer Winkel iſt, drei Fälle 
beſonders betrachten. 
Aus der erſten Gleichung folgt die Proportion 
a: b = Sin q: Sin 5 
d. h. zwei Seiten eines Dreiecks verhalten ſich, wie die Si⸗ 
nuſſe der Winkel, welche ihnen gegenüberſtehen. 
Ferner iſt a: c = Sin : Sin 
daher folgt a:b:c = Sin : Sin 5: Sin 
d. h. die drei Seiten eines Dreiecks verhalten ſich, wie die 
Sinuſſe der ihnen gegenüberſtehenden Winkel. 


§. 555. 
Sind a, b, o die Seiten eines Dreiecks, a, 5, „ die ihnen 
beziehlich gegenüberſtehenden Winkel, ſo iſt 
7 


* . 
1) arb: Cos Sin 
daß 7 
Sin ＋ (Cos 


2) a- be 
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oder, was daſſelbe ſagt 


EEE a—Pß 
1) (a+b)Sin — = Cos 5 


Ka 
2) (a—b) Cos 3. = ec Sin —2 
Nach dem vorigen Paragraph verhält ſich 
a: b: = Sin c: Sin g: Sin 
Daraus folgt a+b:c = Sin a Sin g: Sin / 


—= 2Sin 5 5 :2Sin £00s5 


Hier hebt ſich Sin S = gegen Cos 2, 1 ＋ 2 == ‚90° 


und man hat die ve 1). 5 5 folgt 
a—b:c = Sin q - Sin g: Sin 


= 2 Cos Ee = :2Sin 2 Cos. 
sr er sr 
= sin Cos Z 
und das iſt die Formel 2). 
Die Formeln 1) und 2) wollen wir die Gaußſchen 


Gleichungen nennen. Sie laſſen ſich vortheilhaft anwenden. 


§. 556. Aufgabe. 

Zboei Seiten eines Dreiecks ſeien a und b, der von ihnen 
gebildete Winkel ſei 5, man ſoll die dritte Seite, die anderen 
Winkel und den Inhalt des Dreiecks berechnen. 

Auflöſung. Es iſt Fig. 237 

x Sin y = a Sin y 
x Cos y Cos 7 = b. 
Um x zu entwickeln, müſſen Sin y und Cos y eliminirt wer- 
den. Zu dem Ende ſetze man in der zweiten Gleichung 
a Cos rechts hinüber, und quadrire dann beide Gleichungen. 
Dadurch W 


x' Sin y’ = a' Sin 7 
- x’Cosy?” = b?’—2ab Cos ya? Cos y? 
und wenn man abbirt 
(Sin y: Cos y) x = (Siny’+Cosy?)a’+b’—2ab Cosy 
oder weil Sin? T Cos! = 1 iſt 
1) x = a’+b’—2ab Cos y 
x = Va b gab Cosy 
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Der Ausdruck für x iſt zur Berechnung mit Logarithmen 
nicht bequem. Eine beſſere Geſtalt nimmt er an, wenn man 
(a rb)? — 2 ab ſtatt a’+b* ſetzt, und reducirt. Es entſteht 

x = (a+b)’—2ab—2ab Cos 
(a b): 2 ab (1＋ Cos) 


2 

2) * = (a+b)'—4ab Cos. (11) 

Oder man ſetze (a—b)’+2ab ſtatt a’+b?, und es entſteht 
2 
3) * = (a—b)?+4ab Sin Z 


Der Winkel y wird aus den oberen Gleichungen erhalten, 
wenn man in der zweiten a Cos 7 auf die rechte Seite ſetzt, 
und dann die erſte durch die andere dividirt. Es entſteht 

1 Sin 
8 I pa Cos 7 
Der dritte Winkel findet ſich, ſobald y ermittelt iſt, in der 
Differenz 2R—y—y. 

Der Ausdruck für Tg y iſt zur Berechnung mit Loga⸗ 
rithmen nicht wohlgeeignet. Deshalb noch folgende Beſtim— 
mung der Winkel y und 2. Es verhält ſich 

a: b = Sin y: Sin z 
daher a+b:a—b = Sin y Sin z: Sin y— Sinz 


oder 4) a+b:a—b E 78 (25) 


I 
= 
0 


oder da 78 = Colg weil L 3 - R, 


abb: a- b Cotg 78 
Hieraus folgt \ 
EEE 2 
5) Tg > = urn CR 5 
Vermittelſt der Tafeln findet man jetzt 
2 


n 
ar Pre 
1ſt 90 
und es iſt r 0 5 
folglich y= 90— ne 
A 902 n 


F 
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Die Höhe des Dreiecks, welche zu b gehört, drückt ſich 
aus durch a Sin 5; der Juhalt des Dreiecks iſt daher 
6 ab in 7 
Die Reſultate unter 1), 4), 6) ſind zu merken. 


Andere Auflöſung. Nach den Gaußſchen Gleichun⸗ 
gen iſt 


xCos 


2 12 
(a-+ b) Sin 5 5 


PR 2 Ain — 

(a - b) C0s; = x$in 5 

Man quadrire dieſe Gleichungen und addire fie, und es ent- 
ſteht unter Anwendung der Formel $. 545 1) 


2 2 
5) * = (Eh) Sin -. (ab)? C08 


ein Ausdruck, welcher bequemer zur numeriſchen Berechnung 
iſt, als der unter 1). Ferner dividire man die untere Glei⸗ 
chung durch die obere, das liefert 
. b 4 8 

Tg 254%: 2:50 er 2 
und das ift der Ausdruck unter 5). Aus der Gleichung 7) 
ergiebt ſich die Gleichung 2), wenn man Sin 27 durch 1— Cos 37 
erſetzt, die Gleichung 3) indem man Cos durch Sin ausdrückt, 
und die 1) wenn man die Klammern löſt und §. 545 1) an⸗ 
wendet. Es entſteht 

x’ = ab! — 2ab (Cos 37 — Sin 47) 
= a’+b’—2ab Cos (8) 

Sehr einfach ergiebt ſich x mit Hilfe der Projection von 
einer der gegebenen Seiten auf der anderen. Iſt nämlich v 
die Projection von a auf b, fo iſt nach §. 119 und $. 120 

x = A bg 2b 
während u fih immer durch —a Cos 7 ausdrückt, da⸗ 


her alſo 
x' = ab 2ab Cos . 


a §. 557. N 
Es ſeien a, b, e die Seiten eines Dreiecks, y ſei der 
Winkel, welcher der Seite c gegenüberſteht, und h die Höhe 
zur Seite e; dann iſt 
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1) a+b+c)(a+b—c) = Aab Cos 45 
2) (a—b+c)(—a+b+e) = Aab Sin 3 
3) a+b+c)(a+b—c) = 2 ch Colg- 


4) [o Ta- bo- (a- b)] = 2 ch Tg 2 


Die Gleichungen 1) und 2) ſind Umformungen der Glei⸗ 
chungen 2) und 3) im vorigen Paragraphen; ſie ergeben ſich, 
wenn man d ſtatt x ſetzt und die letzten Glieder rechts ent⸗ 
wickelt. Nach 6) im vorigen Paragraph iſt 
ab Sin / = ch 

ch ch 

alle ab e gi, n 085 
Dieſen Werth ſetze man in 1) und 2) für ab, und es ent- 
ſtehen die Gleichungen 3) und 4). 


§. 558. Aufgabe. 


Von einem Dreieck ſeien gegeben eine Seite und zwei 
Winkel, man ſoll die anderen Seiten, den dritten Winkel und 
den Inhalt berechnen. 

Auflöſung. Der dritte Winkel wird erhalten, wenn 
man von 2R die Summe der beiden gegebenen Winkel ſub⸗ 
trahirt. Man bezeichne die gegebene Seite mit a, die an ihr 
liegenden Winkel mit A und 7, den ihr gegenüberliegenden 
Winkel mit a, die Seite, welche A gegenüberſteht, mit x, die 
dritte Seite mit y. Dann verhält ſich 

x: a = Sin g: Sin 


. a sin g 

deshalb iſt 112 = Sin a 
ferner y: a = Sin y: Sin a 

a ain 

und daraus iſt N 2 Fin a 


Der Inhalt drückt ſich nach §. 556 6) aus durch 
ax Sin 


2 
oder, für x den Werth geſetzt, durch 


a? Sin g; Sin 
ü 8 2 Sin a 


1 
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§. 559. Aufgabe. 
Die drei Seiten eines Dreiecks ſeien a, b, o, man ſoll 
die Winkel und den Inhalt berechnen. 
Auflöſung. Der Winkel, welcher e gegenüberliegt, ſei x, 
und man hat nach 1) in §. 557 


cos * = N ne le) 


2 
oder nach 2) 


. Y —b —a+b 
sin 2 = e 


Die Wurzeln find pofitiv zu nehmen, weil x kleiner iſt 
als 90°, 
Durch Vertauſchung der Buchſtaben ergeben ſich die an- 
deren Winkel. 
Der Inhalt des Dreiecks iſt 
ab Sin x x 
2 2: 
oder, wenn man die oberen Werthe ſubſtituirt, gleich 
ay(arb+e)(a+b—e)(aA—b+c)(—a+b+e) 


welches bereits §. 445 gefunden wurde. 


§. 560. 

Zwei Seiten eines Dreiecks ſeien a und b, der Winkel, 
welcher a gegenüberliegt, ſei 4, man ſoll die dritte Seite, die 
anderen Winkel und den Inhalt berechnen. 

Auflöſung. Die dritte Seite werde mit x, der b ge- 
genüberſtehende Winkel mit y, der x gegenüberſtehende mit 2 
bezeichnet. Dann iſt 

a Sin y = b Sin 
x = b Cos a ＋ a Cos y 
a Sin 2 = x Sin 
Aus der erſten Gleichung folgt 


1) Sin y = er 


I 
= ab Sin > Cos 


daher ijt 
Cosy = Y1—$in * . 
a 


ab Sin d 
a 


MMV rein gra nl 
VVVVVV.IWGIll Mee 
us 1 


8.561. Trigonometriſche Berechnung der Dreiecke. 273 


Man ſetze dieſen Werth ſtatt Cosy in der zweiten Gleichung. 
Das liefert ; 
2) x = bCose=&Yy(a+bSin d) (ab Sin a) 
Die Wurzel muß poſitiv oder negativ genommen werden, je 
nachdem Cos y poſitiv oder negativ iſt. Iſt a größer als b, 
jo iſt y kleiner als R, und Cosy poſitiv, alſo auch die Wur- 
zel. Sit a kleiner als b, fo kann y fowohl ſpitz als ſtumpf 
ſein, der Coſinus alſo poſitiv oder negativ, und dann gelten 
für die Wurzel beide Vorzeichen. 
Aus der dritten Gleichung ergiebt ſich 
Xx Sin q 


Sin z 


b Cos a bSin ab Sin «)| Sin « 


oder 3) Sin 2 g 


Der Inhalt drückt ſich aus durch 
bx Sin 
2 


welches gleich iſt 


40 b Cos a HAN b Sin g) (a = b Sin «)]b Sin « 
2 


FS. 561. 
Uebungen und Praktiſches. 


1) Wenn die Hypotenuſe eines rechtwinkligen Dreiecks a, 
einer der ſpitzen Winkel e iſt, wie drücken ſich die Kathe— 
ten des Dreiecks aus, und wem iſt der Inhalt gleich? 

2) Wenn eine Kathete eines rechtwinkligen Dreiecks a iſt, 
der daran liegende ſpitze Winkel æ, wie drückt ſich die 
andere Kathete aus, wie die Hypotenuſe, wie der Inhalt? 
Und wie drücken ſich die Seiten aus, wenn nicht der an 
der Kathete a liegende Winkel a, ſondern der ihr gegen— 
überliegende Winkel A gegeben iſt? 

3) Welche Gleichungen finden zwiſchen den drei Seiten eines 
Dreiecks und den Funktionen der Winkel Statt? 

4) Wenn zwei Seiten eines Dreiecks a und b find, der 
Winkel, welchen fie bilden, @ iſt, wie drückt ſich die dritte 
Seite aus, wie der Inhalt? Welche Gleichung findet 
außerdem Statt? 

5) Wenn eine Seite eines Dreiecks a iſt, und die daran lie— 
genden Winkel 5 und ? find, wie drückt ſich der Inhalt aus? 
Wolff's Geometrie. 1. Th. 7te Aufl. 18 
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6) Will man das Geſetz 8.556 4) aus der Figur ableiten, 
jo ſchlage man Fig. 238 mit der kleineren Seite b einen 
Halbkreis, ziehe die Sehne GE, und CH parallel mit GE. 
Alsdann iſt CF =a+b, CG = ab, ZFEG=R, 


rug = n, LECH= L CE = C PDE = A, 


7IECH = C FCH * =, und es 
verhält ſich 
CF: CG = HF: HE 
oder CF: CG = cu. 18 .. T4 
a b: A—b 16 4. 722 


7) Zwei Seiten eines Dreiecks ſeien 305,9 und 216, der 
Winkel, welchen fie bilden, ſei 63°10', man ſoll das Dreieck 
berechnen. f 

Zunächſt beſtimme man die Winkel x und y, von denen 
der erſtere der Seite 305,9 gegenüberſtehen mag. Dazu 


hat man 
0 107 
305,9 216 :305,9 — 216 = Colg T6 Y 


2 
0 X— | 
521,9:89,9 Colg 31 i 
R 39.9: „. 
148g = 2 0357 
Nun iſt Log 89,9 = 1,9537597 


Log 1 Log 521, = 0,2824127 — 3 
Log Colg 3135 0,2112639 


alfo LogTg —— = 0,4474363— 1 
er En 0 978 
7 — 2 = 1539˙0 
1 * * 8 0 7 
und da 5 ＋ * 58°25 
x= 70˙c 76“ 


1 = 424554“ 
Jetzt hat man für die dritte Seite 2 
2: 216 = Sin 63 c“: Sin 424554“ 
26 Sin 6310 
5 Sin 425457547 
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Es iſt aber Log 216 = 2,3344538 
Log 63°10' 0,9505223 —1 
Log 1 - Log Sin 4245/54“) = 0,1681348 
Log z = 5,4531109 
2 = 283,86 
h 216 -305,9- Sin 63° 10’ 
Der Inhalt iſt le u 
und man hat 


eee 10 = 2,2849761 
Log 305,9 = 2,4855795 


4,7705556 
Log 2 = 0,3010300 
4,4695256 
alſo iſt der Inhalt gleich 29479, 9. / 

8) Von einem Dreieck feien gegeben eine Seite gleich 658,5 
und die daran liegenden Winkel gleich 12015 und 26° 10' 
man ſoll das Dreieck berechnen. 

Der dritte Winkel iſt 180˙— 14625 = 33½357k 
Es bezeichne x die Seite, welche dem ſtumpfen Winkel 
gegenüberſteht; man hat 
658,5: Xx = Sin 3335: Sin 1205 
058,5 Sin 120ů 15 
a Sin 339357 
658, Sin 5945 
a5 
Cs iſt Log 658,5 = 2,8185558 
Log Sin 5945 = 0,9364311—1 
Log 1 - Log Sin 3335 = 0,2571577 
Log x = 3,0121446 
x = 1028,35 
Für die dritte Seite y hat man 
658,5: y = Sin 33%35˙ Sin 26105 


alfo _ 658,5 Sin 20510 
Sin 33535 
und es ift 10g 658,5 = 2,8185558 


Log Sin 260 = 0, 6444226—1 
Log 1 - Log Sin 33˙35 = 0,2571577 


Log y = 2,7201361 
y = 524,97 


www.rcin.org.pl 


276 Funfzehntes Kapitel. §. 561. 


Der Inhalt iſt 

658,57 Sin 120° 15’-Sin26°10' 
2 Sin 33357 

und es iſt Log 658,52 = 5,6371116 
Log Sin 1205“ = 0,9364311—1 
Log Sin 2610 — 0,6444226—1 
Log 1— Log 2 Sin 3335 = 0,9561277—1 

5,1740930 


mithin der Inhalt 149311. 


9) Die Seiten eines Dreiecks ſeien 65, 56, 28, man ſoll die 
Winkel berechnen. 


Es bezeichne x den Winkel, welcher der Seite 65 gegen- 
überſteht, dann iſt 


56 ＋ 28 J 650 (56 28 — 65 
2 56-28 
— ya 
— 27 56-28 
und es iſt Log 149 = 2,1731863 


Log 19 = 1,2787536 

Log 1— Log 56 = 0,2518120—2 

Log 1 Log 28 = 0,5528420 —2 
Log 149 ＋ Log 19 — (Log 56 +Log28) = 0,2565939 
4[Log149-+Log 19— (Log56-+Log28)] = 0,1282969 
Log2 = 0,3010300 


Log Cos A = 0,8272669—1 
X 
alſo 2 = 4747%260 
und Xx 2 9553452 


Für den Winkel y, welcher der Seite 28 gegenüberſteht, 
hat man 


2 1 
een —5 560 N 


re ST nrnr 
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Und es iſt Log 149 = 2,1731863 
Log 93 = 1,9684829 

Log I Log 65 = 0,1870866—2 

Log 1 - Log 56 = 0,2518120 —2 
Log 149 Log 93 — (Log65-+Log56) = 0,5805678 
2 Log 149 Log 93 — (Log 65 Log 56)] = 0,2902839 
Log? = 0,3010300 


LogCos = 0,9892539—1 


daher 3 = 129417367 
und y = 25 23˙12“ 
Der dritte Winkel ergiebt ſich nun in 180’—x—y 
3 598019666. 

10) Zwei Seiten eines Dreiecks ſeien 259,3 und 95,81, der 
Winkel, welcher der größeren gegenüberſteht, ſei 137157, 
man ſoll das Dreieck berechnen. 

Der Winkel, welcher der kleineren von den gegebenen 
Seiten gegenüberſteht, ſei y. Es verhält ſich 
259,3:95,81 Sin 137157 Sin y 
95,81 Sin 13715 


daher iſt Sin y 250,5 
95,81 Sin 4245 
155 259,3 

und man hat Log 95,81 = 1,9814108 


Log Sin 4245 = 0,8317423—1 
Log 1— Log 259,3 = 0,5861975—3 
Log Sin y = 0,3993506—1 
y= 1431/32 
Der dritte Winkel iſt 180˙— 13715 — y = 2851328“. 
Für die dritte Seite x hat man 
X: 95,81 = Sin 289˙c728“: Sin 143132“ 


i 0137287 
daraus en 95,81 Sin 28913˙28 


Sin 147317327 
und es iſt Log 95,81 = 1,9814108 


Log 2813/28“ = 0,6747938—1 
Log 1 — Log 1431,32“ = 0,6006494 
Log x = 2,2568540 
deshalb 180,65 


www.rcin.org.pl 


278 Funfzehntes Kap. Trig. Berech. d. Dreiecke. F. 561. 


Der Inhalt des Dreiecks iſt 
259,3.180,65 Sin 1431,32“ 
2 
und wir haben Log 259,3 = 2,4138025 
a Log 180,65 = 2,2568640 
Log Sin 1431,32. = 0,3993506—1 
KREIS ee Te  BUTOOTLZI 
Log2 = 0,3010300 
3,7689871 


folglich iſt der Inhalt gleich 5874,58. 

11) Die Hypotenuſe eines rechtwinkligen Dreiecks ſei 59,87, 
einer der ſpitzen Winkel 3718“, man ſoll das Dreieck 
berechnen. 

Der andere ſpitze Winkel iſt 5242“, die Katheten find 
36,28. 47,62, der Inhalt iſt 863,93. 

12) Eine Kathete eines rechtwinkligen Dreiecks ſei 274,243, 
der an ihr liegende ſpitze Winkel 431820“, man ſoll das 
Dreieck berechnen. 

Der andere ſpitze Winkel iſt 46°41’40”, die andere Ka⸗ 
thete 258,483, die Hypotenuſe 376,859. 

13) Die Hypotenuſe eines rechtwinkligen Dreiecks ſei 376,8, 

die eine Kathete 324,36 man ſoll das Dreieck berechnen. 
Die andere Kathete iſt 191,75, der ſpitze Winkel, welcher 
an der gegebenen Kathete liegt, 303525“. 

14) Die Katheten eines rechtwinkligen Dreiecks ſeien 159,3, 
378,95, man ſoll das Dreieck berechnen. 

Die Hypotenuſe iſt 411,07, der der kleineren Kathete 
anliegende ſpitze Winkel 671158", 

15) Zwei Seiten eines Dreiecks ſeien 678 und 429, der 
Winkel, welchen fie bilden, ſei 535 18˙, man ſoll das Dreieck 
berechnen. 

Die dritte Seite iſt 544,12, die anderen Winkel ſind 
8729731“ und 391229“. 

16) Eine Seite eines Dreiecks ſei 35,79, die daran liegen⸗ 
den Winkel ſeien 31“37˙46“, 108°10’10”, man ſoll die 
anderen Seiten finden. 

Sie ſind 29,078, 52,683. 

17) Die drei Seiten eines Dreiecks ſeien 360, 378, 400, 

man ſoll die Winkel finden. f 
Sie find 55218“, 5922/26“, 653516, 

18) Zwei Seiten eines Dreiecks ſind 568,91, 507,32, der 

Winkel, welcher der größeren dieſer Seiten gegenüberſteht, 
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iſt 631512“, man ſoll die dritte Seite und die Winkel 
inden. 

g Die dritte Seite iſt 572,431, der Winkel, welcher 507,32 
gegenüberſteht, 524651“. 

19) Zwei Seiten eines Dreiecks ſind 363, 489,87, der Win— 
kel, welcher der kleineren Seite gegenüberſteht, iſt 389127, 
man ſoll den Winkel finden, welcher der größeren gegen— 
überſteht. 

Er iſt entweder 56˙34˙6“ oder 12325˙54“. 


Sechszehntes Kapitel. 
Trigonometriſche Berechnung der Vierecke und Vielecke. 


§. 562. Aufgabe. 

Zwei zuſammenſtoßende Seiten eines Parallelogramms 
ſeien a und b, der Winkel, welchen ſie bilden, iſt æ, man ſoll 
die Diagonalen und den Inhalt berechnen. 

Auflöſung. Die Diagonale, welche dem Winkel a 
gegenüberliegt, iſt nach §. 556 gleich 

Ya?+b°’—2ab Cos c 
die andere Diagonale aus einem der Dreiecke, in welche ſie 
das Parallelogramm zerlegt, gleich 


ya’+b*’— 2ab Cos (2R - q) 
— Ya’+b’+2ab Cos a 
Die Höhe des Parallelogramms, welche auf b ſteht, iſt a Sin a, 
deshalb fein Inhalt. 
8 ab Sin a. 


§. 563. 

Die vier Seiten eines Vierecks, welches in einem Kreiſe 
liegt, ſeien a, b, e, d, man ſoll die Winkel und den Inhalt 
berechnen. 

Auflöſung. Der Winkel, welchen die Seiten a und 
b einſchließen, ſei x, dann bilden e und d den Winkel 2R—x. 
Das Quadrat der Diagonale, welche dieſen Winkeln gegen 
überſteht, drückt ſich nach §. 556 2) aus durch 

(agb): 4ab Cos 4x? 
und nach 3) deſſelben Paragraphen durch 
(o- d) 4ed Sin (R- q) 
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Daher iſt 
(a b): Aab Cos * = (c—d)’+4cdCos 4x? 
55 1 
1 ab ＋ ed 
Oder man drücke das Quadrat der Diagonale nach jenen 
Formeln aus durch 
(ab) ＋＋ 4ab Sin 2 ĩ* 
und durch (o ＋ d) - 4d Cos (90 - 4x)? 
und es entſteht 
(a b)? ＋ 4ab Sin 3x = (c+d)’—4cdSin}x? 
8 Er 53 c+d) 
ab ed 
Eben ſo finden ſich die anderen Winkel. 
Der Inhalt des Vierecks drückt ſich aus durch 


N > e — (ab-Eec)sin . Cos 


oder, wenn man die Werthe für Sin 2 und cos ſubſti⸗ 
tuirt durch 


17 i 
564. 
Sind a, b, o, d die en eines Vierecks Fig. 239, e, 
5, y die Winkel deſſelben, welche von d und a, a und b, 
b und é gebildet werden, fo iſt 
1) a Sin & Sin («+8 = R) ge Sin (c = AR) = 0 
2) a Cos c Cos (f = Re Cos (- AR) = d 
Man fälle die Normalen FL, GM, FN, und man hat 


FL = a Sina 

GN = b Sin GFN = b Sin (ag 2 
daher GM = a Sin c b Sin (a g- 2R) 
Ferner iſt GM = eino 
alfo —6M = - c Sind = cSin(—0) 
oder — GM = e Sin (a Y- AR 


folglich iſt 

VCC =GM—-GM=0 
Ferner hat man 

EL 


d Cos a 
FEN = b Cos (a- 2R) 
MH = c Cos o = c Cos (o) 


Cos (c = AR) 
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folglich 
JJC 4R) 
= EL+FN+MH = 
Die Gleichungen gelten für jedes nt Viereck, und 
fie werden bei jedem einzelnen nachgewieſen vermittelſt Nor- 
malen, die man conſtruirt, wie es hier geſchehen iſt. 
Es iſt 
Sin (g 2R) = Sin (,s) 
Cos(@e+ß—2R) = — Cos (g) 
und, wenn wir den vierten Winkel 5 des Vierecks einführen, 
Sin (c f= AR) = Sin (-o) = - Sin q 
Cos ( R) = Cos (-d) = Cos o 
Dieſe Werthe ſubſtituire man oben, und es entſteht 
3) a Sin = b Sin (c) e Sin oͤ = 0 
4) a Cos b Cos () e Cos d = d 
In der letzten Form werden wir uns der Gleichungen be— 
dienen. 


§. 565. Aufgabe. 
Von einem Vierecke ſind drei Seiten und zwei Winkel 
gegeben, man ſoll die vierte Seite, die anderen Winkel und 
den Inhalt berechnen. 


Auflöſung. Die Aufgabe bietet verſchiedene Fälle dar 
nach der Lage der gegebenen Winkel zu den gegebenen Seiten. 
J. Die gegebenen Winkel werden von den gegebenen 
Seiten gebildet Fig. 240. 
Nach dem vorigen Paragraph hat man die Gleichungen 
b Sin 5 Sin (H -x Sin y = 0 
b Cos 5 e Cos (G +xCosy = a 


x Sin y = b Sin p - e Sin (#-+y) 
x Cos y = a- b Cos Fe Cos (6 ＋ ) 
Man dude beide Gleichungen und addire; das liefert 
x? = abe àab Cos g ＋ 2a Cos (J) 
g beſ Cos g Cos () Sin g Sin ($+7)] 


oder 


oder 

1) = a’+b?’+c?—2ab Cos g 2a Cos($#-+7) = Abe Cos y 
und Diviſion gewährt 

bosin Be Sin (LY) 

Men a—bCosß+cCos(#-+7) 
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Der Inhalt des Vierecks iſt 
[ax Sin y be Sin 
oder, für xSiny den oberen Werth geſetzt, 
3) z ſab Sin p ac Sin (Hy) be Sin 
II. Die gegebenen Winkel befinden ſich an der einen 
von den gegebenen Seiten, welche mit der unbekannten Seite 
zuſammenſtoßen, Fig. 241. 
Man hat die Gleichungen 
a Sin c b Sin () - e Sin y = 0 
a Cos ab Cos (a ) e Cosy D x 
Aus der erſten Gleichung folgt 
e a Sin e («+ f) 
daher iſt Cosy = Vea S fn b Sn (e FN 


Dieſen Werth ſubſtituire man in der zweiten Gleichung, und 
es entſteht 


2) x a CoS, Cos a Sin cb Sin (a 
Der Inhalt iſt 
2 lab Sin ex Sin y] 
oder die Werthe aus 1) und 2) ſubſtituirt 
lab Sin 5a Sin a b Sin («+ A)|(aCose—bCos (a + $) 
+ye’—[aSine—bSin («+ 9)]”)] 
III. Die gegebenen Winkel liegen Fig. 242 an der un⸗ 
bekannten Seite. 
Man hat die Gleichungen 
a Sin a b Sin ( τ v) - e Sin o = 0 
a Cos cb Cos (v e Cosò = x 
Aus der erſten Gleichung folgt 


SI ( F) 2 „ 


daher iſt Cos (a Y) = + U be Stn Sin ) 


Dieſen Werth ſubſtituire man in der zweiten Gleichung und 
es entſteht 
1) x = a Cos a Cos oͤ Rb - (ain a e Sin d) 
Man hat ferner die Gleichung 
x Sin a Sin (a Yo) — bSin y = 0 
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Hierin ſ ubſtituire man für x den Werth, und ſie liefert 
2) Sy . b’— (aSine—cSind)? 
Der Inhalt des Vierecks iſt nach J. 3) gleich 
4 lax Sin a- ac Sin (ago) ex Sin oͤ 
=I (a Sin c eino) x- ac Sin (ao) 
oder, wenn man für x den Werth fett 
Ala? Sina Cos c e Sin o Cos oͤ 
a Sin ae Sin d)yb’—(aSin c cSind)?] 
IV. Die bekannten Winkel liegen Fig. 243 einander ge⸗ 
genüber. 
Es iſt xa! 2ax Cos c = bie 2be Cos y 
und daraus 
1) x= alosa&yb?+c?— Abe Cos aS at 
Ferner iſt 
c Sin 2 b Sin (:) - a Sin c = 0 
und daraus folgt 
(c—b Cos) Sin z aSin a = b Sin y Cos 2 
(c- b Cos y) Sin z.— 2a Sin ge = Cos) Sin za: Sin a 
= b Sin: — b' Sin Sin 25 
(b?+c?—2be Cos 3) Sin 2.— 2a Sin ce b Cos y) Sin 2 
= b’Siny’— a' Sin a 
z 1 . 
Sinz = b Te 350 Cos 9 5 (e- b Cos ) Sin « 
+ ya’(c-b Cosy) Sina (b; Sin- a’Sin«*)(b’+c*-2bc Cosy) 
oder 
Sin z — ach Cos7) Sina b Siny Yb’+c?—2bcCosy—a’Sina® 
- be Abe Cos 
Der Inhalt iſt 
2 ſax Sin a be Sin 3 
worin für x der Werth zu ſetzen. 


§. 566. Aufgabe. 
Von einem Viereck ſind zwei Seiten gegeben und drei 
Winkel; man ſoll die beiden anderen Seiten und den Inhalt 
berechnen. 
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Auflöſung. J. Die gegebenen Seiten ſtoßen zuſam⸗ 
men, Fig. 244. Der vierte Winkel iſt bekannt. Man hat 
die Gleichungen 

a Sin a — b Sin (a - x Sin o = 0 
b Sin - a Sin (GH) — ySind = 0 
und aus ihnen 


59. 2 a Sin a b Sin (a -) 


Sind 
2 bSiny—aSin(#+y) 
2) I Sind 


Der Inhalt iſt 
lay Sin cg bx Sin 
absincSinz-aSingsSinfg y Habsinæsiny-b'SinySin(æ E) 
e 
oder, wenn man Sin(d-+y) durch — Sin (@-+d) und Sin («-+P) 
durch — Sin (y) erſetzt, gleich 
a: Sin g Sin («+ ö)-+2ab Sin * Sin 7 b Sinz Sin (+6) 


II. Die gegebenen Seiten ſtehen Fig. 245 fich gegenüber. 
Es iſt a Sin a Sin ( τ g- Sin o = 0 
c Sin y Sin (yo) a Sin = 0 
a Sin c Sin oͤ 


Sin ( 
ur e Sin — a Sin g a Sin d—cSiny 
‚= Sindy Fin (ag) 


Der Inhalt iſt N 
lay Sin a ex Sin y 
a: Sin c Sin p c Sin Sin oͤ 
2 Sin («+ ß) 
Sit arg = 180“, fo find x und y parallel, und das 
Viereck iſt unbeſtimmt. Dann iſt 
a Sin a e Sin o 
a Sin p = o Sin 
Sin (a g) = 
und die Ausdrücke für x, y und den Inhalt erhalten die 


Form 38. 
§. 567. Aufgabe. 
Von einem Viereck ſind die vier Seiten gegeben und 
ein Winkel, man ſoll die übrigen Winkel und den Inhalt 
berechnen. 
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Auflöſung. Es ſeien a, b, c, d die Seiten, der ge— 
gebene Winkel a werde gebildet von a und d. Der Winkel, 
welchen a und b bilden, ſei durch x, der, welchen b und c 
bilden, durch y bezeichnet. 


Die den Winkeln @ und y gegenüberſtehende Diagonale 
ſei h. Nach $. 556 iſt 
h?= a’+d’— 2ad Cos 
(ard) - 4ad Cos 30 
= (a—d)’+4adSinye* 
Nach 8.565 J. 1) hat man die Gleichung 
c? = b’+a?+d?— 2ad Cos + 2bdCos(@« -+x)— 2ab Cos x 
Aus ihr folgt 
2 2 2 
aClosx—dCos(«-+x) = een _ 
und, wenn wir der Kürze wegen den Ausdruck rechts durch 
q bezeichnen 
(a d Cos q) Cos x d Sin æ Sin x q 
d' Sin c d Sin g Cos x= 
= d- 2d (a d Cos c) Cos x( a d Cos a) Cos x 
h² CoS x. 24d (a d Cos q) CoS Xx = d’Sina’—q* 
q(a—dCose) E yq’(a—dCose)?+ d- Sina q 
Cos x = JJ N 
Der Radicand iſt 
d’h’Sina’+q’(a’—2adCosae+d’Cose’— a’—d’+2adCose) 
oder d' Sin cn q) 
Demnach iſt 8 
g = d Cos a) Ed Sin a yh’—gq? 


Cos x = m 
Es iſt aber 
bee The 
iNN 
alſo (h+g)(hq) = ee el 


__ (b++-h-+e)(b+h—e) (e+b—h)(c—b+h) 
FC 


be) bh —(b—. 0). 
4b? 


= 


70 „„ 
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und man hat nunmehr 
1) Cos x 
(be- Ch ) (a- d Cos a) Ed Sin c Y[(b-+ e)*- h’][h’-(b-©)°] 
Er 2bh? 
Zur Beſtimmung des Winkels y dient jede der Glei— 


chungen 
(bc) - Abe Cos y = h 
(b—c)’+4beSin 3y* = h. 
Aus der erſten folgt 
l rc) —h' 
2) Cos 25 = 8 


aus der anderen 


3) sin y = Be 


Der Inhalt des Vierecks drückt ſich aus durch 
lad Sin c g be Sin y] 
= AIlad Sin c Abe Sin y Cos y 
4) lad Sin az Vb + ec)? —h?][h”—(b—c)”]] 
Statt h? ift in 1) bis 4) einer der oberen Werthe zu ſetzen. 


568. 
Iſt EFHKL Fig. 246 75 beliebiges Fünfeck, ſo iſt 
1) a Sin b Sin («+ = 2e Sin (a By AR) 
+dSin(@+8+y+d—6R) = 0 
2) a Cos b Cos (α +2 = RH e Cos +y— AR) 
+dCos(@+$+y+9d—6R) = g 
Man fälle die Normalen FM, HN, KS, FP, KO, und über: 
zeuge ſich zunächſt, daß 
. ZHFP = a+ß—2R 
ZHKQ = AR (ay) 
C. KLE = e 
Dann iſt aber aSin«+bSin(«+#—2R) = HN 
c Sin (c e = AH) Ad Sin ( yo - ER) = —HN 
und darin liegt die erſte Gleichung. 
Ferner iſt . 
a Cos c b Cos (a- R) Cos (a E= AR) = ES 
N e BR} = —LS 
woraus die zweite Formel ſich ergiebt. 
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Es iſt Sin (g- 2R) = ge 
Sin ( R) = Sin N 
Sin («+8+y+d—6R) = Sin (e) = — Sins 
Cos (-R) = — (os (@+f) 
Cos (c = AR) = Cos (a 
Cos (@+8+7+d—6R) = Cos (-t) = Cos & 
Dieſe Werthe ſubſtituire man oben, und es entſteht 
3) a Sin &= b Sin () e Sin («a +9+7)— d Sin e = 0 
4) a Cos b Cos (,) Cos (aB d Cose g 
§. 569. Aufgabe. 

Von einem Fünfeck Fig. 247 find vier Seiten a, b, e, d 
und die von ihnen gebildeten Winkel 8, , o gegeben, man 
ſoll die fünfte Seite, die übrigen Winkel und den Inhalt be— 
rechnen. 5 
Auflöſung. Nach dem vorigen Paragraph hat man 
die Gleichungen 

b Sin 5 - e Sin (Sd Sin (So) x Sin y = 0 
b Cos $— Cos (GH d Cos (Ho) +xCosy= a 
oder 
x Sin y = b Sin ge Sin (HY d Sin (Oo) 
x Cosy = a- b Cos Cos (SY) d Cos (G 0) 
Man quadrire und addire dieſe Gleichungen, das liefert 
1) * = a’+b’+c?’+d’—2ab Cos g 2a Cos (G ＋ 
— 2ad Cos (d-+y+6) — 2be Cos y abd Cos (yo) — Ned Cos o 
Die Diviſion gewährt 
9 b Sin 5 c Sin (Hi d Sin (Hy oͤ 
sy a- b Cos p Cos (Gd Cos (GN 
Man denke die Diagonale NO und der Inhalt des Fünfecks 
drückt ſich aus, unter Anwendung von S. 565 J. 3), durch 
4 [ax Sin y be Sin - bd Sin (o) Sed Sin o] 
oder, wenn man für xSiny den oberen Werth ſetzt, durch 
lab Sin p ac Sin (Sy) ad Sin ART be Sin y 
— bd Sin (y+)+cdSin ö] 
§. 570. 

Gleichungen und Reſultate, ähnlich denen in §. 568 und 
§. 569 laſſen ſich für das Sechseck, Siebeneck u. ſ. f. für das 
neck herleiten. 

In Zahlenfällen führt man die Berechnung von necken 
oft dadurch aus, daß man ſie in Dreiecke zerlegt, und dieſe 
vermittelſt der gegebenen Stücke und der nach und nach ge— 
fundenen berechnet. 
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§. 571. Aufgabe. 

Die Seite und den Inhalt eines regulären necks anzu⸗ 
geben, und den Radius des Kreiſes, um welchen es liegt, 
wenn er der Halbmeſſer des Kreiſes iſt, in dem das neck ſich 
befindet. 

Auflöſung. Der zur Seite x des regulären necks ge— 


hörende Mittelpunktswinkel iſt 25 Deukt man vom Mittel- 
punkt auf x eine Normale gefällt, ſo folgt 
ee 
2 n 


3 Sin 
Der Inhalt eines der Dreiecke, in welche das neck Ben 
Radien zerlegt wird, die nach feinen Ecken gehen, ift r' Sin ——, 
daher der Inhalt des necks gleich 

Ane rͤSin — 


Der Radius r, des Kreiſes, um welchen das neck liegt, iſt 
r Cos ar 
n - 
§. 572, Aufgabe. 

Die Seite und den Inhalt eines regulären necks zu be— 
rechnen, und den Radius des Kreiſes, in welchem es ſich 
befindet, wenn r, der Radius des Kreiſes iſt, um welchen 
das neck liegt. 

Auflöſung. Man denke vom Mittelpunkt nach den 
Endpunkten einer Seite x gerade Linien gezogen, und fälle 
eine Normale vom Mittelpunkt auf dieſe Seite. Dann iſt 


X 2R 
„ 
alſo xXx 2778 . 


Der Inhalt des entſtandenen Dreiecks iſt zr, x, mithin 
der des necks 


MANAIAI eln Gra! 
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§. 573. Aufgabe. 

Die Seite eines regulären necks ſei a, man ſoll den 
Radius des Kreiſes berechnen, in welchem das neck liegt, 
den Radius des Kreiſes, um welchen es liegt, und den In— 
halt des necks. 

Auflöſung. Es bezeichne x den Radius des erſteren 
Kreiſes, y den des anderen. Nach §. 571 hat man für x 
die Gleichung 


as 2 Sit 
n 
und daraus Kun 
2818 
n 
Nach F. 572 iſt 
a = 2 1 
n 
alſo = 
Der Juhalt des necks drückt 10 aus durch 
na · y 
: 2 
oder für y den Werth geſetzt, durch 
na” 


§. 574. an 
Der Inhalt eines regulären necks ſei q, man soft. den 
Radius des Kreiſes finden, in welchem das neck liegt, den 
Radius des Kreiſes, um welchen es liegt, und die Seite 
des necks. 
Auflöſung. Der Radius des erſteren . ſei x, 
der des anderen y. Es iſt nach 8.571 


— 


ge Ab Sin . 


deshalb x 24 
„ 4R 
n Sin 
n 
Wolff's Geometrie. 1. Th. 7te Aufl. 19 
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Nach §. 572 hat man 


2R 
4 = ny Tg 
ie q 

alfo ee SR 
5 5 

Bezeichnet 2 die Seite des necks, ſo iſt 

nz · y 
2 u 
daraus ı = ur 
2 


oder, für y den Werth geſetzt, 
2 * 2 . 2K 
n 1:8 n 
§. 575. 

Die Seiten und die Inhalte der regulären necke, welche 
in einem gegebenen Kreiſe, oder um ihn gedacht werden kön⸗ 
nen, haben beſtimmte Werthe. Deshalb giebt es nicht noth— 
wendig in einem gegebenen Kreiſe ein reguläres neck, deſſen 
Seite oder deſſen Inhalt eine beliebig feſtgeſetzte Zahl iſt. 
So iſt z. B. in einem gegebenen Kreiſe kein reguläres neck 
denkbar, deſſen Seite größer iſt, als die des regulären Sechs⸗ 
ecks und zugleich kleiner, als die des regulären Fünfecks. 
Und da, wenn von regulären necken die Rede iſt, unter n 
eine ganze Zahl verſtanden werden muß, ſich aber für n 
beliebige Zahlen ergeben können, wenn es aus Gleichungen 
entwickelt wird, ſo ſind im Allgemeinen ſolche Aufgaben über 
reguläre necke nicht aufzulöſen, in denen n als unbekannt 
erſcheint. 

Sollte aber die Zahl x beſtimmt werden, fo daß das 
reguläre xeck in dem Kreiſe, deſſen Halbmefjer r iſt, die Seite 
a habe, fo hätte man nach §. 571 für x die Gleichung 


2r Sin 2 a 
x 
TR a 
und daraus Sn— = — 
x 2r 


Hierin müßte man ſtatt x nach und nach die Zahlen 
3, 4, 5 ſubſtituiren, und zuſehen, ob für eine dieſer Zah⸗ 


len in f. = En wird. Iſt das nicht der Fall, jo giebt es 
keine Auflöſung. 
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Siebzehntes Kapitel. 
Vermiſchte Aufgaben zu trigonometriſchen Berechnungen. 


§. 576. Aufgabe. 8 

Von einem Dreieck find eine Höhe gleich h und zwei 
Winkel und 5 gegeben, man ſoll die Seiten und den In⸗ 
halt des Dreiecks berechnen. 

Auflöſung. Der dritte Winkel iſt 2 R— 4 5, und 
mag durch 7 bezeichnet werden. Die zu h gehörige Seite ſei 
x, die anderen ſeien y und 2; den Seiten x, y, 2 mögen be⸗ 
ziehlich die Winkel , 6, 5 gegenüberſtehen. Es iſt dann 

h 
S Sin 7 
u h 
Sin 
x = h Cotge h Cotgy 
dig Cos p Sinz ＋ Sin p Cos 
e Sin g Sin y 
. Sin (5 EY) . Sin a 
N Sin g Sin, 5 Sin g Sin 
Der Inhalt iſt gleich 


§. 577. Aufgabe. N 
Von einem Dreieck ſind zwei Höhen a und b und ein 
Winkel @ gegeben, man ſoll die Seiten, die anderen Winkel 
und den Inhalt berechnen. 
Auflöfung I. Es mag der Winkel « beiden Höhen 
gegenüberliegen. Die Seiten, welche zu a und b gehören, 
ſeien x und y, die dritte Seite ſei 2. Dann iſt 


e 
Sin 
— 
* Sin a 


2 XY 2xy Cos a 
a’+ b’—2ab Cos« 
Sin c 
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Der Inhalt iſt 


ax ab 
2 Sina 
Bezeichnet v den Winkel, welcher x gegenüberſteht, w 
den y gegenüberliegenden, fo iſt 
ie ne 
Z 2 


oder für 2 den Werth geſetzt 


K b Sin q 
Vas gb. 2ab Cos a 
ae a Sin 


Vas gb; Zab Cos 
l. Es liegt c einer Seite gegenüber, zu welcher eine 
der gegebenen Höhen, etwa a, gehört. Die Seiten, 
welche zu a und b gehören, ſeien x und y, die dritte 2. 
Dann iſt 
Xx. = y’+2°?—2yz Cos a 
ax = by 
2 Sin & = b 
Die Werthe von y und 2 aus den letzten Gleichungen 
ſubſtituire man in der erſten; es entſteht 


* * b? 
* Pr T Sinai 2a Colga 
a’—b? ER 
B? * — 2x lolgao+ Zinc = O0 
2abꝰ Colg a e 
N —b* 78100 2—b') Sin a 9 
ab? Au ram PFC 
= * 5705 (a- Sin as 


2 
. Cosa Bier Sire Va? Cosa Ah 


= Gr pSine 


b. —— [aCose=#=yb’—a’Sin«?] 


= (a?—b*)Sin« 
ax 


Es iſt ferner IF 


§. 578. Vermiſchte Aufgaben zu trigonom. Berechnungen. 293 
oder, wenn man für x den Werth ſetzt 


ab — ie; 
‚= (a bsi la Cose+yb’—a*Sin«®] 


Der Inhalt findet fich leicht durch x oder y. 
Zur Beſtimmung des Winkels », welcher y gegenüber— 
ſteht, hat man 


? a 
Sin v 
2 


b 
oder, da 2 Sinn: iſt, 
a Sin a 
b 
Die Auflöſungen für x und y find unbrauchbar, wenn 
b=a. In dieſem Fall iſt X = y, und wenn man in der 
Mitte von 2 eine Normale errichtet, ſo ergiebt ſich 
S b RE ER 
2Cosæ - 2SineCos« Sin za in 2c 
2 


Für den Inhalt folgt hieraus 


Sin v zu 


a 
2Sin2« 


§. 578. Aufgabe. 
Es find die Höhen eines Dreiecks gleich a, b, o gege- 
ben, man ſoll die Winkel des Dreiecks berechnen. 
Auflöſung. Die Winkel, durch deren Scheitelpunkte 
die Höhen a, b, c gehen, mögen durch x, Y, 2 bezeichnet ſein. 
Die Produkte, welche hervorgehen, wenn man jede Seite eines 
Dreiecks mit der zu ihr gehörenden Höhe multiplicirt, ſind 
gleich, denn jedes iſt der doppelte Inhalt des Dreiecks. 
Daraus folgt, daß zwei Höhen eines Dreiecks ſich umgekehrt 
verhalten, wie die Seiten, zu denen ſie gehören, alſo auch 
umgekehrt, wie die Sinuſſe der Winkel, welche dieſen Sei: 
ten gegenüberſtehen. Hieraus folgt weiter, daß die Produkte 
gleich ſind, welche man erhält, wenn man jede Höhe mit dem 
Sinus des Winkels multiplicirt, von deſſen Scheitelpunkt ſie 
ausgeht. Man hat demnach 
1) a Sin x = b Sin y 
2) aSinx = cSinz = Sin (xy) 
oder 3) a Sin x c Sin x Cos y Cos x Sin y 


Wird dieſe Gleichung mit b multiplicirt, und ſtatt b Sin y 
nach der erſten Gleichung a Sin «x geſetzt, jo entſteht 
abSinx = be Sin x Cos y ac Sin x Cos x 
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ab = be Cos yÆα e Cos x 
oder 4) ab — ac Cos x be Cos y 
Man quadrire dieſe Gleichung, multiplicire die Gleichung 1) 
mit o, quadrire fie ebenfalls, und addire die quadrirten Glei⸗ 
chungen; das liefert 
a“ b — 2a be Cos x ga; c! = b?c? 
alſo 
a’b’+a'c’—b?c? 
2a?bc 
Um zu reduciren, addire man zu beiden Seiten 1. Es entſteht 
2a’bc+a®b?-+a?c?—b?c? 


5) Cosx = 


end Za be 
Ka (ab-++ ac)’—b’c* 
29 — 2a be 
50 1 (ab Pace bo) (ab Tac be 
0) cos 24 eee 


Ferner folgt, wenn man die Gleichung 5) von 1=1 ſubtrahirt 
22?be—a’b’—a?c?+b?c? | 


1—Cosx = Datbe 
% X bc! (ab — ac)! 
4 Sr 7 2a?bc 


7 sin 1 . ee 


§. 579. Aufgabe. 
Von einem Dreieck iſt eine Seite gleich e gegeben, die 
Höhe darauf gleich h und der Winkel 7, welcher e gegen- 
überſteht, man ſoll die anderen Seiten berechnen. 


Auflöſung. Die unbekannten Seiten ſeien x und y. 
Nach §. 557 3) und 4) hat man die Gleichungen 
(x+y)’— ce” = 2chCotg4y 
o- (K-) = 2chTg4y 
oder XY = Ye(c+2hCotg+y) 
x—y= Ve(e—2hTg4y) 
und die Addition und Subtraction dieſer Gleichungen ge: 
währen x und y. N 
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$. 580. Aufgabe. 

Eine Seite eines Dreiecks ſei a, die Summe der anderen 
Seiten b, der von dieſen gebildete Winkel ce, man ſoll die 
anderen Seiten berechnen und die nicht gegebenen Winkel. 

Auflöſung. Die eine der unbekannten Seiten ſei x, 
die andere iſt dann b— x, die ihnen gegenüberſtehenden Win⸗ 
kel ſeien y und 2. Nach Gauß Gleichungen hat man 


1) bSinZ = 4 Cos 
2) E= ces = 2 Sin I 
Aus 1) folgt 3 
re Ak 
3) Cos 5 4 Sin 3 


wodurch ſich die Winkel y und 2 beſtimmen. Aus 3) folgt 


Sin = asi Ja’ 


2 
Dies in 2) geſetzt liefert ſofort 
2 I 


Cos 


§. 581. Aufgabe. 

Von einem Dreieck find gegeben eine Seite gleich e, die 
Höhe darauf gleich h, die Summe der anderen Seiten gleich 
a, man ſoll die anderen Seiten und die Winkel des Dreiecks 
berechnen. 

Auflöſung. Die eine der unbekannten Seiten ſei x, 
dann iſt die andere a —x; der Winkel, welcher e gegenüber 
ſteht, ſei y. Man hat nach §. 557 3) und 4) 

a’— 0 = 2chCotg4y 
3 o- (a- 2x)” = d2ch Tg zy 
Aus der erſten Gleichung folgt 


N 
| 1) Coig 5 N 
aus der zweiten 
a — 2X = ch Tg y 
und, wenn man für Tg zy den Werth aus 1) ſetzt 


2) ae = 


a —0 
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S. 582. Aufgabe. 

Von einem Dreieck find gegeben die Summe zweier Sei- 
ten a, der von ihnen gebildete Winkel 7 und die Höhe h, 
welche zur dritten Seite gehört, man ſoll die Seiten des 
Dreiecks berechnen. 

Auflöſung. Eine der Seiten, deren Summe a ift, 
fei Xx, dann iſt die andere a—x, die dritte Seite ſei y. Man 
hat nach §. 557 3) 

a’— y’ = A2hy Cotg 2 
Daraus iſt 
1) y= —hCotg4y+ Val h Colg 27 
Den Inhalt zweimal ausdrückend erhält man die Gleichung 
hy = (a- x) x Sin 
und aus ihr 


oder für y den Werth geſetzt 

h 2. = AN 

170 Colg 5 ab- Coig .) 
§. 583. Aufgabe. - 

Von einem Dreieck feien gegeben die eine Seite gleich a, 
der ihr gegenüberſtehende Winkel , und die Differenz der 
anderen Seiten gleich d, man ſoll dieſe Seiten berechnen und 
die Winkel an der Seite a. 

Auflöſung. Die den Seiten dx und x gegemüber- 
ſtehenden Winkel ſeien y und 2. Nach Gauß Gleichungen iſt 
1) (d 2) Sin 3 = a Cos 3(y— 2) 

2) d Cos 3 = a Sin 4(y—z) 
Aus 2) folgt a 
Jof 


N 
3) Sin 5 = ＋ Cos 3 


4 5 
EEE 
EFT 


Hieraus 


cos T= = J dose, 


2 
und jetzt aus 1) 


5 Va d- Cos 
a: [+ Sin Ja ] 
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i §. 584. Aufgabe. 

Von einem Dreieck ſei gegeben eine Seite o, die Höhe 
darauf h, die Differenz der anderen Seiten d, man ſoll dieſe 
anderen Seiten und die Winkel des Dreiecks berechnen. 

Auflöſung. Die kleinere der unbekannten Seiten ſei 
x, die andere iſt dann d+x, der Winkel, welcher o gegen- 
überſteht, ſei y. Es iſt nach §. 557 3) und 4) 

(d ＋2 )- = Ach Cotg zy 
- d! = 2ch Tg Y 
Aus der zweiten Gleichung folgt 


o- d' 
1) 195 = 2ch 


aus der erſten 
d+2x = VA ch Coig y 
und, wenn man für Cotg zy den Werth nach 1) ſetzt, 


X IAT ar 


$. 585. Aufgabe. 

Von einem Dreieck ſind gegeben die Differenz zweier 
Seiten gleich d, der von ihnen gebildete Winkel gleich 5, 
und die Höhe, welche zur dritten Seite gehört, gleich h, man 
ſoll die Seiten des Dreiecks berechnen. 

Auflöſung. Die kleinere der Seiten, deren Differenz 
d iſt, ſei x, die größere iſt dann dx, die dritte ſei y. 
Alsdann iſt nach §. 557 4) 

y- d' = 2hyTg4y 
und daraus 


1) y- hTgAVT VAT ETg 


Ferner iſt 
(dy) x Sin y = hy 
hy 
2 . 
alſo XA dx Sinz 
d V h 
. 
oder 


eee 20 2202077 
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F. 586. Aufgabe. f i 

Von einem Dreiecke ſind gegeben eine Seite gleich b, die 

Differenz der daran liegenden Winkel gleich a, die Summe 

der anderen Seiten gleich a, man ſoll dieſe Seiten und die 
Winkel des Dreiecks finden. 

Auflöſung. Die eine von den Seiten, deren Summe 

a iſt, ſei x, die andere iſt dann a — x, der Winkel, welchen 

dieſe Seiten bilden, ſei 2. Nach Gauß Gleichungen hat man 

1) aSin 2 = bCos 


2 8 
2) (2 a) CoS = b Sin 2 


+, wenn x die größere, —, wenn x die kleinere der Seiten 
vorſtellt, deren Summe a iſt. g 
Aus 1) folgt ſofort 


2 b a 

nz C08 
deshalb iſt Cos PS REST CH 
eshalb i 21 5 


dies in 2) dividirt liefert 


b Sin 2 

a 2 

x A ——-—-— 
2 1 a — b“ Cos 7255 


§. 587. Aufgabe. 

Von einem Dreieck iſt eine Seite gleich a gegeben, die 
Differenz der an ihr liegenden Winkel gleich c, und die 
Differenz der anderen Seiten gleich d, es ſollen die Winkel 
und die anderen Seiten des Dreiecks berechnet werden. 


Auflöſung. Die kleinere der Seiten, deren Differenz 
d iſt, ſei x, die andere iſt dann d x, der Winkel, welchen 
dieſe Seiten bilden, ſei 2. Nach Gauß Gleichungen iſt 


En. @ 
1) (d-+2x)Sin = aCos— 


2 2 
2) 408. = a Sin 2 

Aus 2) folgt 
| a a 
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1 8 1 FR 1 
Daher iſt Sin = ＋ Va —a’sin& 


Dies in 1) ſubſtituirt liefert 
er. a Cos 40 
X22 — 1 1 . 
2 | be er] 


$. 588. Aufgabe. 

Die Summe aller Seiten eines Dreiecks ſei a, zwei 
Winkel ſeien a und A, man ſoll die Seiten und den Inhalt 
des Dreiecks berechnen. 

Auflöſung. Der dritte Winkel, welcher ſich in 2 R 
— 4 — f ergiebt, werde mit 7 bezeichnet, die Seiten mögen 
x, Y, 2 fein. Dieſen Seiten beziehlich gegenüber nehme man 
die Winkel , A, y an. Alsdann iſt 

xXx: y: 2 = Sin: Sin p: Sin y 5 
x+y+z:x= Sin a ＋ Sin g Sin: Sin a 
alſo, da x TYTZ = a 
— — a Sin a 
. Sin æ Sin #+Siny 
oder, indem man §. 545 7) und $. 547 1) anwendet 


FE aSinyge 
2 Cos 25 Cos 37 
Eben fo ergiebt fh 
2 8in z 2 in zx 
2 2 Cos 20 Cos 27 2 Cos 2 Cos 26 
Der Inhalt des Dreiecks iſt 
8 = xy Sin Z cos S 


4 Te. Te E. T 
=4a’Tg Tg 18 2 


§. 589. Aufgabe. 

Von einem Viereck ſind zwei zuſammenſtoßende Seiten 
a und b gegeben, der Winkel @, welchen fie bilden, und die 
Winkel A und 7, welche die Diagonale, die durch die Spitze 
von @ geht, mit den anderen Seiten macht; man ſoll das 
Viereck berechnen. 

Auflöſung. Man bezeichne Fig. 248 den einen un⸗ 
bekannten Winkel des Vierecks mit x, der andere iſt dann 
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4AR— --= - xX, wofür geſetzt werden mag p—x. Es 
verhält ſich 
a: 2 = Sin : Sin x 
2: b Sin (-): Sin 
Das Product dieſer Gleichungen iſt 
a:b = Sin g Sin (S -x): Sin y Sin x 
und daraus folgt 
a Sin y Sin x b Sin g Sin ꝙ Cos xb Sin F Cos ꝙ Sin x 
aSiny = b Sin p Sin ꝙ Colgx - b Sin ꝗᷓ Cos ꝙ 

a Sin y b Sin # Cos ꝙ 

b Sin # Sing 

aSiny 

Sin g Sin ꝙ Feu 

Durch den Winkel x hat man den Winkel x, und 
das Viereck kann vermittelſt der Dreiecke berechnet werden, 
in welche die Diagonale es theilt. Dies iſt die Auflöſung 
der Pothenotſchen Aufgabe durch Rechnung. 

Liegt das Viereck in einem Kreiſe, jo iſt = 2 R, alſo 
Sinp=0, Cotgp=— x, und es entſteht Coig x = ooo, 
welches unbeſtimmt iſt. Vergl. §. 440. 


Cotig x = 


§. 590. Aufgabe. 

Von einem Viereck Fig. 249 ſind gegeben die Seiten BE 
gleich a und die Winkel a, 5, 5, ò, man ſoll die Seite CD, 
gleich x, berechnen. 

Auflöſung. Es verhält ſich 

CE: a = Sin (a f): Sin(@+-+7) 
DE: a = Sin g: Sin (HGV o) 
hieraus folgt 
2 Sin (g) 
- Sin(@+ß+7) 
_ asind 
— Sin(#+y+2) 


Nun ift 25 2 
x = VCE?+DE?—2CE-DE Cos o 
und wenn man die Werthe ſubſtituirt 


. 8 Sin Sin )? 28in(a Sing Cosd 
a Sindy) Sin (Gyr): Sina, c Sin( Syd) 
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$. 591. Aufgabe. 

Von einem Viereck Fig. 249 find gegeben die Seite CD 
gleich a, und die Winkel a, A, , d, man ſoll die Seite BE, 
gleich x, berechnen. 

Auflöſung. Man hat wie im vorigen Paragraph, 
da a und x vertauſcht find, zunächſt 


— Y Sin (4.5) Sing? 28in (a) Sing Cosd 
Big Sina Sin 9 ch Sin(@+ß+y)Sin(ß+y+6) 
und daraus 


a 
x= 


Sin (cr) Sin g 2 Sin (ag) Sin g Coso 
Sin(a Gy); Sin (Syd): Sin (ar Gy Sin (Gry) 


§. 592. Aufgabe. 

Von einem Viereck Fig. 249 ſind gegeben die Seite BC, 
gleich a, und die Winkel a, 8, y, 0, man ſoll die Seite DE, 
gleich x finden, und die Seite CD. 

Auflöſung. Es verhält ſich 

a: BE = Siny:Sin(«-+-$-+y) 
BE: x = Sin (Gd): Sing 
oder, beide Proportionen mit einander multiplicirt, 
a:x Sin y Sin (So): Sin g Sin (c 


| _ aSin Sin («+ 847) 
GER fog * = "SinySin(d+y-+0) 
Weiter ift 

c 1a} 
Siny 


und aus CE, x und J beſtimmt ſich CD. 


$. 593. Aufgabe. 
Von einem Viereck BCDE Fig. 250 find die Diagonale 
BD gleich a und die an ihr liegenden Winkel a, 5, , Ö 
gegeben, man ſoll die andere Diagonale CE, gleich x, be— 
rechnen. 
Auflöſung. Man hat 
1) a: BC = Sin(a+y):Siny 
2) a: BE = Sin (S): Sin d 
3) * YBC’+-BE?—2BC-BE Cos (ag) 


Aus der erſten Gleichung entwickle man BC, aus der zweiten 
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BE, und ſubſtituire die Werthe in der dritten, das liefert 
Sin y⸗ 4 Sin ö* 2 Sinz Sind Cos ag) 
Sin(@+y)’ Sin (Joh: Sin(&+y)Sin(#+0) 
8.594, Aufgabe. 

Von einem Viereck BCDE Fig. 250 find gegeben die 
Diagonale CE gleich a und die Winkel , 5, , J, welche 
an der anderen Diagonale BD liegen, man ſoll die Diagonale 
BD, gleich x, berechnen. a 

Auflöſung. Dieſe Aufgabe unterſcheidet ſich von der 
vorigen nur dadurch, daß a und x vertauſcht find, deshalb iſt 

a 


Sin y 4 Sind? 2 Sinz Sin d Cosa.) 
Sin (a ＋ y)? Sin (Gi)? Sin (a y) Sin (So) 
Ss. 595. Aufgabe. 

Von einem Viereck find die Diagonalen a und b und 
der Winkel, welchen fie bilden, gleich « gegeben, man ſoll den 
Inhalt des Vierecks beſtimmen. 

Auflöſung. Durch die Ecken des Vierecks denke man 
Linien parallel mit den Diagonalen. Dieſe Linien bilden ein 
Parallelogramm, deſſen zuſammenſtoßende Seiten gleich den 
Diagonalen, alſo gleich a und b find, und die den Winkel « 
oder den Supplementswinkel zu e bilden. Das Parallelo⸗ 
gramm iſt noch einmal ſo groß, als das Viereck, und da 
der Inhalt des Parallelogramms ab Sin a iſt, jo iſt der des 
Vierecks gleich i 

ab Sin 
2 
§. 596. Aufgabe. i 

Von einem Viereck Fig. 251 find die Seiten a, b, c, d, 
gegeben, und der Winkel a, welchen die Diagonalen bilden, 
man ſoll den Inhalt des Vierecks beſtimmen. 

Auflöſung. Man bezeichne die Stücke, in welche die 
Diagonalen ſich theilen, mit x, y, 2, y. Es iſt 

1) x®+y’—2xyCosa = a’ 
2) y?+z’+2yzCose = d’ 
3) 2 v. 2 lose = C 
4) v®+x?+2vxCose = b* 

Von der Summe der Gleichungen 2) und 4) ſubtrahire 
man die Summe der Gleichungen 1) und 3); das liefert 
22 Cos@-+2vxCosa+2xy Cosa+2vz Cosa = b’+d’—a’—c* 


www.rcin.org.pl 
1 
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daher iſt 
1 b bd -a e 
n, 2Cos 


Wenn man dieſe Gleichung mit Sue multiplicirt, fo entſteht 


links die Summe von den Inhalten der vier Dreiecke, in 
welche die Diagonalen das Viereck zerlegen. Die Summe 
jener Inhalte macht den Inhalt des Vierecks aus, und daher 
iſt derſelbe gleich 
1b ü＋ d- a- c) Tg a 
Die Aufgabe iſt unbeſtimmt, wenn a = R. 


§. 597. Aufgabe. 
Es find Fig. 252 gegeben a, b, a, 5, 5, man ſoll x 
beſtimmen. 
Auflöſung. Kr: verhält ſich 
6D = Sin : Sin C 
6D: 2 = Sin F: Sin( H 
b: GE = Sin y: Sin F 
GE:a+x = Sin C: Sin («+ g) 
Das Product dieſer Proportionen iſt 
ab: (a+x)(b+x) = Sin a Sin; Sin (g) Sin (G 
und daraus folgt 


ab Sin (a =) Sin (G Y) 
x' ＋E (agb) x ab ee, 
2 eee ur em 
2 4 Sin a Sin 
B 
2 2. >, Na Fremen e 


S. 598. Aufgabe. 

Den Anhalt eines Kreisabſchnittes zu beſtimmen, wenn 
der Radius r und der Mittelpunktswinkel & iſt. 

Auflöſung. Der Inhalt wird, im Fall à kleiner als 
2R iſt, gefunden, wenn man von dem Kreisausſchnitt das 
Dreieck ſubtrahirt; iſt a gleich 2R, jo iſt der Kreisabſchnitt 
gleich dem Kreisausſchnitte, iſt a größer als 2R, ſo ergiebt 
ſich der Inhalt, wenn man zum Kreisausſchnitt das Dreieck 
addirt. Der Inhalt des Kreisabſchnitts drückt ſich demnach 
jedesmal aus durch Na 

in 
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welches einerlei iſt mit 


r @ i 

3 (* 2R — Sin a) 

§. 599. Aufgabe. 
Der Radius des Kreiſes, in welchem ein Dreieck liegt, 
ſei a, der Radius des Kreiſes, um den das Dreieck liegt, 
ſei b, man ſoll die Centrale dieſer Kreiſe berechnen. 

Auflöſung. Es ſei Fig. 253 MN die Centrale. Der 

erhabene Winkel CME iſt als Mittelpunktswinkel das Dop⸗ 
pelte von dem Peripheriewinkel 7. Wird MO normal auf 
CE gedacht, fo iſt daher ZVMC=y, deshalb ZOCM=y—R, 
und der Winkel NCM iſt gleich 


A „ e ee eee 
1222ͤöÜ—w A er re 
Man hat jetzt 


* 6 T 7247 Co L 
vSin S = b 
folglich ’ x 
wi a Re: er ER 
x” Sin 13 Sin 5 b! — 2ab Sin 5 Cos 5 


Wird x? aus dem Dreieck NEM ausgedrückt, ſo findet fich 
eben ſo 5 . 
n 65 Ex; in — 2 
x”Sin Fr Sin 5 +b?— 2ab Sin 5 Cos 5 
Man ſubtrahire dieſe Gleichung von der vorigen, das liefert 
08 1 Sin 40 
ur 1 3 


2 2 — 2 — 
e (Sing.— Sin )—2ab(Sin . CoS sing CosLe) 


2 8 2 
ng he ic ei Bay IrP ty 77% 
= u (Sing sin 20 -* 2 Cos TCL 200.2. Cos 2759 
2 2 
= «(Sin > — Sin 50 (Cos g Cos a) (21) 


(Sing — Sint.) — 2b S (g. L) Sin (SL) (22) 


2 (Sin = Sin 5 20b (Sin = _$in 2 (26) 
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daher 


xXx 2 a’—2ab 


x = Ya(a—2b) 


S. 600. Aufgabe. 

Von einem Dreieck iſt gegeben die Summe zweier Sei⸗ 
ten gleich a, die dritte Seite d und das Verhältniß der Win- 
kel an der dritten Seite gleich 2:3, man ſoll die Winkel des 
Dreiecks berechnen und die Seiten, deren Summe a ift. 


Auflöſung. Die Winkel an der dritten Seite ſeien 
3x und 2x, die ihnen beziehlich gegenüberſtehenden Seiten 
a—y und p; der dritte Winkel 2 drückt ſich aus durch 2R—5x, 
alſo iſt 12 = R— 4x, und deshalb hat man, indem man die 
Gauß ſchen Gleichungen anſetzt 


1) alos$x = b C0 


2) («—2y)Singx = b Sin 
Aus 1) folgt 


x N Fe b X 
Cos2xCos 2 — Sin 2x Sin 2 = 4 C08 


2 
3) cos 2x -A Cos xSin . = 1 
| b 


oder 2 Cos x1 2 Cos x (i Cosx) = = 
. a a+b 
Cosx’—4Cosx = 4 


Cos x 2 4 * ab 
14716. 4a 


ER 5a+4b] _ a-+Ya(da+4b) 
1+y a ] He 4a 
Aus der zweiten Gleichung entſpringt 


7 X 2 b 8 
Sin 2x Cos 7. Cos 2* Sin 2. 9 Sin — 


40 000 5 ES 
e 2 - 2 


Wolff's Geometrie. 1. Th. 7te Aufl. 20 


= I 
NA FI Ar 
WWW. | 0 1. U 
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Hiervon ſubtrahire man die Gleichung 3) und es entſteht 


Be 
2 Cos x = a2 
alſ 2a: Cos x 
5 ee b-+4aCosx 


oder den Werth von Cos x ſubſtituirt 


_ a a(4a+3b)—bya(da+4b) 


2 2a (2a Kb) — b 


Dritter Abſchnitt. 


%%% STEH TE 
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Achtzehntes Kapitel. 


Theilungen durch Conſtruection. 


§. 601. Lehrſatz. 


Sind Fig. 254 die Linien BB’ und CC’ parallel, fo find die 
beiden Dreiecke ABC’ und AB’C einander gleich. 

Beweis. Die Dreiecke BB’C und BB’C’ haben, wenn 
man BB’ als Grundlinie nimmt, dieſelbe Grundlinie und 
gleiche Höhe, find daher einander gleich. Das Dreieck ABC’ 
erſcheint zuſammengeſetzt aus den Dreiecken ABB’ und BB’C, 
und das Dreieck AB’C aus den Dreiecken ABB’ und BB’C; 
daraus erſieht ſich, daß das Dreieck ABC’ gleich iſt dem 


Dreieck AB’C. 
§. 602. Lehrſatz. 

Sind Fig. 255 die drei Linien AA’, BB’, CC’ parallel, 
fo find die beiden Dreiecke ABC’ und A’B’C einander gleich. 

Beweis. Es find die Dreiecke CCA und CA“ ein⸗ 
ander gleich, eben fo die Dreiecke CC'B und CCB“; daher iſt 

COCA -A COB = A COA! A CCB⸗ 
h. ABO = AAB'C 

Auch find die Dreiecke AB’C und A’BC’ gleich. 

§. 603. Lehrſatz. 

Sind Fig. 256 oder Fig. 257 die beiden Linien BB’ und 
CC’ parallel mit der Linie DA, fo find die Dreiecke ABC 
und AB’C’ einander gleich. 

Beweis. Es find Fig. 256 die Dreiecke ADC und 
ADC einander gleich, auch die Dreiecke ADB und ADB’; 
daher iſt 

AADC— AADB = AADC'— ADB. 
d. h. AABC = AAß'C 
Bei Fig. 257 find die Dreiecke ADC und ADC, und 
ADB und ADB’ einander gleich, deshalb 
AADC+AADB = AADO’-++AADB' 
d. h. ABC = ABO 
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Und fällt Fig. 258 die Linie BB' mit der Linie DA zu⸗ 
ſammen, fo iſt das Dreieck ADC gleich dem Dreieck ADC'. 


§. 604. Lehrſatz. 

Sind Fig. 259 oder Fig. 260 die Linien AB’ und DB 
parallel, auch die Linien AC' und DC, fo find die beiden 
Dreiecke ABC und DB’C’ einander gleich. 

Beweis. Bei Fig. 259 haben dieſe Dreiecke das 
Dreieck BDC gemeinſchaftlich, während das Dreieck DCA 
gleich dem Dreieck DCC“ und das Dreieck DBA gleich dem 
Dreieck DBB iſt. 

Und bei Fig. 260 iſt: 

ABC = ADBC - BDA— ACC 
und DB’C’' = ADBC'—BDB’— ACD 
während BDA gleich BDB’, und AC’C gleich AC'D iſt. 
FJallt Fig. 261 die Linie AB’ mit DB zuſammen, fo folgt 
nach §. 601 die Gleichheit der Dreiecke ABC und DBC. 


§. 605. Aufgabe. 

Es iſt Fig. 254 das Dreieck ABC’ gegeben und der 
Punkt C, man ſoll von C aus eine Linie CB’ ziehen, fo daß 
das Dreieck AB’C gleich werde dem Dreieck ABC, 

Auflöſung. Man ziehe CC’, damit parallel BB’. 
AB’C iſt das verlangte Dreieck nach §. 601. 

§. 606. Aufgabe. 

Es iſt Fig. 255 das Dreieck ABC’ gegeben und der 
Punkt C', man ſoll von C aus die Linien CA“ und CB’ ziehen, 
ſo daß das Dreieck A’B’C gleich dem Dreieck ABC’ werde. 

Auflöſung. Man ziehe CC’, damit parallel BB’ und 
AA“. ABC iſt das verlangte Dreieck wegen $. 602. 


§. 607. Aufgabe. 

Es iſt Fig. 256 das Dreieck ABC gegeben und die Linie 
DC, man ſoll die Linien AB’ und A0 conſtruiren, ſo daß 
das Dreieck ABC gleich ſei dem Dreieck ABC. 

Auflöſung. Man ziehe AD, damit parallel BB“ und 
CC’. _AB’C iſt das verlangte Dreieck nach §. 603. 


8. 608. Aufgabe. 

Es iſt Fig. 259 oder Fig. 260 das Dreieck ABC und 
der Punkt D gegeben, man ſoll von D aus die Linien DB 
und DC! ziehen, fo daß das Dreieck DB’C’ gleich werde dem 
Dreieck ABC. 

Auflöſung. Man ziehe DB, damit parallel AB’, dann 
DC, und parallel damit AC. Das Dreieck DB’C' ift das 
verlangte wegen $. 604. 
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§. 609. 

Wird Fig. 256 das Dreieck AB’C’ conſtruirt gleich dem 
Dreieck ABC, oder Fig. 259 oder 260 das Dreieck DB'C' 
gleich dem Dreieck ABC, ſo wollen wir im erſteren Fall ſa⸗ 
gen, das Dreieck ABC werde von der Linie DC auf die Linie 
DC, im anderen, das Dreieck werde von dem Punkt A auf 
den Punkt D übertragen. 

Die Sätze und Conſtructionen in den Paragraphen 601 
bis 608 begründen die Verwandlungen, welche bei der Auf⸗ 
löſung der folgenden Aufgaben vorkommen. 


§. 610. Aufgabe. 

Ein Dreieck durch Linien, die von einer Ecke des Dreiecks 
ausgehen, in n Theile zu theilen, welche ſich wie gegebene 
Zahlen verhalten. 

Auflöſung. Man theile die der Ecke gegenüberſtehende 
Seite des Dreiecks in n Theile, welche das gegebene Ver⸗ 
hältniß haben, und ziehe von der Ecke nach jedem Theilpunkt 
eine gerade Linie. 

Das Dreieck wird dadurch in n Dreiecke zerlegt, welche 
gleiche . haben, ſich alſo verhalten wie ihre Grundlinien, 
und dieſe ſtehen in dem gegebenen Verhältniß. 


8 §. 611. Aufgabe. 

Ein Dreieck ABC durch Linien, welche von einem in 
einer Seite A0 gegebenen Punkt D ausgehen, in n Theile zu 
theilen, die ein gegebenes Verhältniß haben. | 

Auflöfung Man theile Fig. 262 zuerſt die Seite 
AC, in welcher der Punkt D ſich befindet, in n Theile nach 
dem gegebenen Verhältniß. 

2) Ziehe man von D nach der gegenüberſtehenden Ecke 
die Linie DB, und von den Theilpunkten M, P, O, . parallel 
mit DB die Linien MM’, PP’, O0“, ., 

3) die Linien DM’, DP’, DO“. , und die Theilung iſt 
geſchehen. 

Denn werden die Linien BM, BP, BQ --- gedacht, jo 
entſtehen die Dreiecke ABM, MBP, PBQ u. ſ. w., welche das 
gegebene Verhältniß haben, und die erhaltenen Theile ſind 
dieſen Dreiecken gleich. Es iſt nämlich DO'C gleich 500 
nach §. 601, DQ’P' gleich BPQ nach S. 602 u. ſ. w. Endlich 
iſt DP’BM’ gleich BM, weil DBP’ gleich DBP iſt und DBM“ 
gleich DBM. > 

6 


8. 612. 
Soll das Dreieck ABC von D aus in n gleiche Theile 
getheilt werden, jo theile man AC in n gleiche Theile, ziehe 
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von den äußerſten Theilpunkten M und O die Linien MM’ 
und 00“ parallel mit DB, trage CO' fo oft auf CB, als es 
angeht, AM’ fo oft auf AB, als es angeht, und ziehe von 
D nach den Theilpunkten in CB und in CA gerade Linien. 


Denn iſt COD gleich — ABC, fo iſt, wenn man Q’P’ 

1 1 
gleich CO“ gemacht hat, auch OPP gleich 7527 ABC, und 
das Viereck DPBM’ muß ebenfalls .. ABC fein, ſobald je- 


der der übrigen Theile — ABE iſt. 


§. 613. 

Liegt der Punkt D in einem der Theilpunkte M, P, Q, 
fo iſt DB Theilungslinie, und alle Theile werden Dreiecke. 

Soll man daher in der Seite A0 einen Punkt ange⸗ 
ben, von welchem aus das Dreieck ABC in n Dreiecke zerlegt 
werden kann, die ein gegebenes Verhältniß haben, ſo theile 
man die Seite AC in n Theile nach dem gegebenen Verhält⸗ 
niß, und jeder Theilpunkt iſt ein ſolcher Punkt. 


§. 614. Aufgabe. 

Ein Dreieck ABC in n Theile zu theilen, welche ein ge⸗ 
gebenes Verhältniß haben, durch Linien, welche von einem 
innerhalb des Dreiecks gegebenen Punkt D ausgehen. 

Auflöſung. Man theile zuerſt eine der Seiten, etwa 
AC Fig. 263 in en Theile nach dem gegebenen Verhältniß; 

2) ziehe man durch D und die der getheilten Seite ge⸗ 
genüberliegende Ecke B, die Linie BE, von den Theilpunkten 
M, P und R, parallel mit AB, die Linien MM’, PP“ und RR’, 
von den Theilpunkten O und 8 dagegen, parallel mit CB, 
die Linien O00“ und SS’; 

3) ziehe man die Linie DA, parallel damit die Linien 
MM“, PP“ und RR“, ferner CD und damit parallel die 
Linien O'“, 88“; 8 

4) ziehe man DM“, DPV, DR”, DO“, DS“. 

Durch dieſe Linien und durch DB iſt das Dreieck in der 
verlangten Weiſe getheilt. 

Werden die Linien BM, BP, BR, BO, Bs gedacht, fo 
entſtehen die Dreiecke ABM, MBP, PBR u. ſ. w., welche das 
gegebene Verhältniß haben, und es läßt ſich nachweiſen, daß 
die erhaltenen Theile dieſen Dreiecken gleich ſind. 5 
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Es iſt nämlich BDM“ gleich ABM. Denn, wenn man 
noch AM’ denkt, fo iſt ABM gleich ABM’; ABM’ und BDM“ 
ran aber BM'M“ gemeinſchaftlich, und M'M“A ift gleich 

U D. 


Ferner iſt M”DP”A gleich MBP. Um dies zu beweiſen, 
zeigt man, daß ABD P“ gleich ABP iſt, dann muß M“ DPA 
gleich MBP fein, weil BDM“ gleich iſt ABM. Es iſt aber, 
wenn man AP’ denkt, ABP gleich ABP“, und ABDP” und 
ABP“ haben ABD gemeinſchaftlich, während ADP” gleich 
ADP“ iſt. 


Um zu zeigen, daß P“DR“ gleich PBR iſt, beweiſt man, 
daß ABD R“ gleich iſt ABR; weil nämlich ABD P“ gleich ABP 
ifi, fo muß dann P“DR“ gleich PBR fein. Wird AR’ ge⸗ 
dacht, fo iſt ABR gleich ABR'; ABDR“ und ABR’ haben aber 
ABD gemeinſchaftlich, und ADR“ iſt gleich AD R' u. ſ. w. 


§. 615. 

Soll das Dreieck ABC Fig. 264 von D aus in n gleiche 
Theile getheilt werden, fo theile man eine Seite, etwa A0 
in n gleiche Theile, ziehe durch D die Linie BE, von den 
äußerſten Theilpunkten M und 8 die Linien MM’ parallel mit 
AB, und SS’ parallel mit CB, ferner M'“ parallel mit DA, 
und S’S” parallel mit DC, trage das Stück BS“ fo oft es 
angeht auf BC, und Bu auf BA, und ziehe endlich nach 
den Theilpunkten in AB und BC von D aus gerade Linien. 
Jedes von den erhaltenen Dreiecken BDS“, 8“DT, BDM“, 


M"DP u. f. w. iſt 1. ABC, 


Um die Theilungslinien zu bekommen, welche von D nach 
der Seite A0 hingehen, verlängere man eine der ande— 
ren Seiten, etwa BA, und trage von dem letzten Theilpunkt P 
aus das Stück BM“ zweimal auf, wodurch man die Punkte 
O und R erhalten mag. Die Dreiecke PDO und OD R find 
richtige Theile. Um fie in das Dreieck ABC zu bringen, über- 
trage man die Dreiecke Ab und OD R von der Linie AR auf 
die Seite AC. Dies geſchieht, indem man QQ’ und RR 
parallel mit AD, u Doe“ und DR’ zieht. PDOA ſowohl, 


als O DR ift dann Abc. Wenn man daher das Stück 


O' R' von R aus — 0 hin aufträgt, fo oft es angeht, ſo 
erhält man die übrigen Punkte in der Seite AC, nach denen 
von D aus Theilungslinien zu ziehen ſind. 
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§. 616. Aufgabe. 

Es iſt ein Dreieck ABC gegeben und außerhalb deſſelben 
ein Punkt D, man ſoll das Dreieck in n Theile theilen, die 
ein gegebenes Verhältniß haben, durch Linien, welche von dem 
Punkt D ausgehen. 


Auflöſung. Man theile zuerſt das Dreieck von einer 
Ecke aus in n proportionale Theile, ABM, MBP u. ſ. w. Fig. 265. 
Dann conſtruire man nach $. 501 durch den Punkt D eine 
Linie M'M“, welche von der Winfelebene des Winkels bei A 
ein Dreieck AM' M“ abſchneidet, gleich dem Dreieck ABM, 
ferner durch D eine Linie P’P”, die von derſelben Winkelebene 
ein Dreieck abſchneidet, welches gleich iſt dem Dreieck ABP 
u. ſ. f. Fangen die Theilungslinien an die Verlängerung von 
AC zu treffen, jo ſchueide man von der Winkelebene des 
Winkels bei B vermittelſt einer durch D gehenden Linie RR“ 
ein Dreieck RBR“ ab, das gleich dem Dreieck RBC iſt u. ſ. w. 


§. 617. Aufgabe. 
Ein Dreieck ABC Fig. 266 durch Linien, welche mit der 
einen Seite BC parallel find, in n Theile zu theilen, die ein 
gegebenes Verhältniß haben. 


Auflöſung. Stellt man ſich vor, das Dreieck ABC 
ſei von einem der Endpunkte der Linie BC, etwa von B aus, 
in n proportionale Theile ABM, MBO. . getheilt, fo würde 
man nur nöthig haben, in den Dreiecken ABM, ABO, ABP. 
die Seiten BM, BO, BP nach S. 497 mit BC parallel zu 
legen. 

Man theile daher eine der anderen Seiten, etwa AC in 
n Theile nach dem gegebenen Verhältniß, beſchreibe über A0 
einen Halbkreis, errichte in dem Theilpunkt M die Normale 
MM’, mache AM” gleich AM’ und ziehe M“M“ parallel mit 
BC, fo iſt M“M“ eine Theilungslin ie; ferner errichte man 
in dem zweiten Theilpunkt O die Normale 00, mache A0“ 
gleich A0“ und ziehe O0“0“ parallel mit BC, fo iſt O0“ 
die zweite Theilungslinie u. ſ. w. 


§. 618. Aufgabe. 

Ein Dreieck ABC Fig. 267 durch Linien, welche mit ei- 
ner gegebenen Linie DE parallel find, in n Theile zu theilen, 
die ein gegebenes Verhältniß haben. 

Auflöſung. Wäre das Dreieck ABC von B aus in 


n Theile ABM, MBP. . . . getheilt nach dem gegebenen Ver⸗ 
hältniß, ſo würde man nur nöthig haben, in den Dreiecken 


0 
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ABM, ABP, CBS, CBQ -.-- die Seiten BM, BP, BS, BQ 
nach §. 497 parallel mit DE zu legen. 

Man theile daher A0 nach dem gegebenen Verhältniß 
inen Theile, ziehe BF parallel DE, beſchreibe über AF einen 
Halbkreis, errichte in dem Theilpunkt M die Normale MM’, 
mache AM” gleich AM’ und ziehe MM“ parallel mit BF, 
jo iſt M“M“ eine Theilungslinie; eben fo verfährt man bei 
jedem der übrigen Theilpunkte in AF. Dann beſchreibe man 
auch über FC einen Halbkreis, errichte in dem Theilpunkt 8 
die Normale SS’, mache CS" gleich CS’ und ziehe 8“8““ 
parallel mit BF u. ſ. f. 


§. 619. 

Die Theilung eines Vierecks oder Vielecks geſchieht haupt— 
ſächlich, indem man es in ein Dreieck verwandelt, daſſelbe 
von einer Ecke aus theilt, und dann die erhaltenen Theile, 
welche Dreiecke ſind, durch Uebertragen in das Viereck oder 
Vieleck und in die vorgeſchriebene Lage bringt, wenn ſie nicht 
ſchon ganz und den gegebenen Bedingungen gemäß in dem 
Viereck oder Vieleck ſich befinden ſollten. 


§. 620. Aufgabe. 
Ein Viereck ABCD in n Theile zu theilen, welche ein 
gegebenes Verhältniß haben, durch Linien, die von einer Ecke, 
etwa B, ausgehen. 


Auflöſung. Man verwandle Fig. 268 zuerſt das 
Viereck in ein Dreieck, deſſen eine Ecke B if. Zu dem Ende 
ziehe man BD, parallel mit BD die Linie CE, und wenn 
man noch BE denkt, fo iſt ABE das dem Viereck gleiche 
Dreieck; 

2) theile man die der Ecke B gegenüberliegende Seite AE 
des Dreiecks nach dem gegebenen Verhältuiß in n Theile; 

3) ziehe man nach den in AD liegenden Theilpunkten 
M, P von B aus Linien, und die Dreiecke ABM, MBP ſind 
verlangte Theile des Vierecks. 

4) Zöge man von B nach den übrigen Theilpunkten O, 
S gerade Linien, fo würden die Dreiecke PBQ, QBS zwar 
verlangte Theile ſein, aber nicht ganz innerhalb des Vierecks 
ſich befinden. Von dem Dreieck PBQ liegt das Dreieck PBD 
innerhalb des Vierecks; um DBQ hineinzubringen, übertrage 
man es von AE auf BC, welches geſchieht, indem man 
OO parallel DB zieht, und dann B0˙. Hierauf übertrage 
man das folgende Dreieck QBS von AE auf BC, welches 
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ausgeführt wird, indem man SS’ parallel DB und dann BS’ 
zieht u. ſ. w. 
Daſſelbe gilt für Fig. 269. 


§. 621. Aufgabe. 
Ein Viereck ABCD in n Theile zu theilen, deren Ver⸗ 
hältniß beſtimmt iſt, fo, daß alle Theilungslinien von einem 
in einer Seite gegebenen Punkt E ausgehen. 


Auflöſung. Man verwandle zuerſt das Viereck in 
ein Dreieck, dergeſtalt, daß die Seite des Vierecks, in wel⸗ 
cher der Punkt E gegeben iſt, in eine Seite des Dreiecks 
fällt, oder ſelbſt Seite des Dreiecks wird. Um dies auszu⸗ 
führen, ziehe man Fig. 270 BD und damit parallel CF; ABF 
iſt dann das Dreieck. 

2) theile man die Seite AF des Dreiecks, in welcher der 
Punkt E liegt, nach dem gegebenen Verhältniß in n Theile. 

3) ziehe man von E nach der gegenüberſtehenden Ecke 
des Dreiecks die Linie EB, und mit dieſer parallel aus je⸗ 
dem Theilpunkt eine Linie, wodurch man die Linien MM’, PP’, 
00’, VV’, SS’ erhält. 

4) ziehe man nach den Punkten M', P', O', welche in 
den Seiten des Vierecks liegen, von E aus Linien. Dies ſind 
verlangte Theilungslinien. Denn es iſt AEM' gleich ABM 
nach §. 601, M’BP’E gleich MBP, weil EBM’ gleich EBM und 
EBP’ gleich EBP, und P’EQ’ iſt gleich PBO nach S. 602. 

5) Werden die Linien EV’, ES’ gedacht, fo find die 
Dreiecke Q’EV’, VES' verlangte Theile des Vierecks, weil 
fie wegen §. 602 gleich OBV, VBS find. Da fie zum Theil 
außerhalb des Vierecks liegen, ſo müſſen ſie durch Ueber⸗ 
tragen von BC auf CD in das Viereck gebracht werden. 
Das geſchieht, indem man EC, parallel damit V’V” und 8'8“, 
und dann EV” und ES” zieht. 


§. 622. Aufgabe. 
Ein Viereck ABCb durch Linien, welche von einem in⸗ 
nerhalb des Vierecks gegebenen Punkt E ausgehen, in n Theile 
zu theilen, deren Verhältniß gegeben iſt. 


Auflöſung. Man verwandle zuerſt das Viereck in 
ein Dreieck. Zu dem Ende ziehe man Fig. 271 BD, parallel 
damit CF; ABF iſt dann dem Viereck gleich. 

2) theile man eine Seite AF des Dreiecks in n Theile 
nach dem gegebenen Verhältniß, wodurch ſich die Theilpunkte 
M, P, O. ergeben mögen; 


www.rcin.org.pi 


5 ae Theilungen durch Conſtruction. 317 


3) bringe man die Dreiecke ABM, MBP, PBO . in 
das Viereck, der Bedingung gemäß, daß alle Theilungslinien 
von E ausgehen. 

Zieht man BE, EM, BM’ parallel mit EM, und EM’, 
fo iſt EBAM’ gleich dem Theil ABM, denn beide haben AB M' 
gemeinſchaftlich, und BM’E iſt gleich BM’M. 

Zieht man EP, parallel damit BP’ und dann EP“, jo 
iſt MEP“ gleich MBP nach $. 604. 

Zieht man EO, parallel damit 0“, und zöge man noch 
EO“, jo würde wegen $. 604 PE O' gleich PBO fein. Von 
PECO“ liegt PED im Viereck. Um DEO“ hineinzubringen, 
übertrage man DEO“ von 40“ nach DC, welches geſchieht, 
indem man O0˙0“ parallel DE zieht. Von ED O“ liegt wie⸗ 
der nur EDC im Viereck, und um noch ECO“ hineinzubrin⸗ 
gen, übertrage man es von DO“ nach CB, wodurch man 
endlich EO“ erhält. 

Andere Auflöſung. Man verwandle Fig. 272 das 
Viereck ABCD in das Dreieck ABF, theile das Dreieck von 
E aus nach dem gegebenen Verhältniß in n Theile und 
bringe die Theile, welche nicht ſchon die gehörige Lage er⸗ 
halten, in dieſelbe. 

Hätte man die Theilungslinien EB, EM, EP, EO, ES, ET, 
EV erhalten, ſo müßten die Linien ES, ET, EV anders ge⸗ 
legt werden. Um Es richtig zu legen, hat man das Dreieck 
EDS von AF nach DC zu übertragen, wodurch man ES“ 
erhält. Um EV nach der verlangten Weiſe zu legen, ziehe 
man VV’ parallel mit EB, und EV’, wodurch EVB nach BC 
übertragen iſt. Endlich übertrage man EBT von BF nach 
BC, und EC T' von BC auf CD, wodurch ET“ ſich ergiebt. 


§. 623. Aufgabe. 

Ein Viereck ABCD durch Linien, welche von einem au⸗ 
ßerhalb deſſelben liegenden Punkte E ausgehen, in n Theile 
zu theilen, die ein gegebenes Verhältniß haben. 

Auflöſung. Man verwandle zuerſt das Viereck in ein 
Dreieck und theile daſſelbe. Die erhaltenen Theile mögen 
durch q, d', 9“, 9“ . .. bezeichnet fein. Durch den Punkt E 
Fig. 273 lege man eine Linie, welche von dem Winkel ADC 
ein Dreieck gleich q abſchneidet, dann eine zweite, die von 
demſelben Winkel ein Dreieck gleich q-+q’ abſchneidet u. ſ. f. 
Schnitte die jetzt folgende Theilungslinie die Verlängerung 
von DC, fo verlängere man AD und BC bis E, und ſchneide 
von dem Winkel F ein Dreieck ab gleich DFC+q+q’+q”, 
dann eins gleich DFC+g+qg’+g”+q” u. ſ. w.; und fangen 
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die Theilungslinien an die Verlängerung von DA zu treffen, 
5 ſchneide man von dem Winkel ABC ein Dreieck gleich * 
ab u. ſ. w. 


§. 624. Aufgabe. 

Ein Viereck ABCD durch Linien, welche mit einer Seite 
AB deſſelben parallel find, in u Theile zu theilen, deren Ver⸗ 
hältniß beſtimmt iſt. 

Auflöſung. Man verwandle das Viereck ABCD Fig. 273 
in das Dreieck DCG, und theile deſſen Seite DG nach dem 
gegebenen Verhältniß in n Theile. 

Dann lege man in dem Dreieck DCM die Seite CM 
parallel mit AB, eben jo in dem Dreieck DCP die Seite CP 
parallel mit AB u. ſ. f. 

Schneiden die parallel mit AB gelegten Linien die Ver⸗ 
längerung von DC, fo lege man in den Dreiecken FCP, FCO. 
die Seiten CP, CO parallel mit AB. 


§. 625. Aufgabe. 
Ein Viereck ABCD durch Linien, welche mit einer ge⸗ 
gebenen Linie HK parallel find, in n Theile zu theilen, die 
ein gegebenes Verhältniß haben Fig. 273. 


Auflöſung. Man verfahre wie bei der vorigen Auf⸗ 
12 7 nur daß man die Linien CM, CP, CO. .. parallel mit 
egt. 


§. 626. } 

Nach den hier ausgeführten Theilungen wird man das 
Verfahren entnehmen können, welches bei der Theilung von 
Fünfecken und von Vielecken anzuwenden iſt. 

Im Allgemeinen wird man das neck in ein Dreieck ver⸗ 
wandeln, dieſes theilen, und die Theile, welche nicht ſchon 
die gehörige Lage haben, durch Uebertragen in dieſelbe brin⸗ 
gen, wenn die Theilung von einer Ecke, von einem Punkt 
in einer Seite, oder von einem Punkt innerhalb geſchehen 
ſoll; und wenn ſie von einem Punkt außerhalb oder parallel 
mit einer gegebenen Linie auszuführen iſt, wird man die Pa⸗ 
ragraphen 497 und 501 benutzen, um die Theilungslinien 


ſich zu verſchaffen. 
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§. 627. Aufgabe. 
Ein Dreieck DEF durch Linien, welche von der Ecke D 
ausgehen, in n Theile zu theilen, die ſich verhalten wie 
tate 
Auflöſung. Iſt a das Maaß der Seite EF, welche 
der Ecke D gegenüberſteht, ſo trage man Fig. 274 auf EF 


Stücke EG, GH, HL, ER ab, gleich ren, 
a a 


FI ͤ KV 
men ſich die Punkte in EF, nach denen von D aus Thei⸗ 
lungslinien zu ziehen ſind. Bei dieſem Verfahren wird ein 
Fehler, der bei der Beſtimmung eines Theilpunktes etwa be- 
gangen wird, auf alle übrigen Theilpunkte übertragen. Das 
zu vermeiden trage man lieber die Stücke EG, EH, EL, 


auf, gleich (1＋ t), 


„ „„ „ ? 


a a 
T7 IH HH 


a 7 . 
ET ) 

Oder man theile den Inhalt k des Dreiecks in der ver⸗ 
langten Weiſe, und wenn q, q’, d“. ... die erhaltenen Theile 
ſind, ſo hat man die Gleichungen 

i bEG Sin c = 2q 
bEH Sin c = 2(q+q') 
bEL Sin a = 204 ＋π , ) u. ſ. f. 
aus welchen folgt 


2 7 ur 2 ! U 
EG = ana EH= an, (dd), EI. SUT 


§. 628. Aufgabe. 

Ein Dreieck DEF Fig. 275 durch Linien, welche von einem 
in einer Seite EE gegebenen Punkt 6 ausgehen, in n Theile 
zu theilen, die ſich verhalten wie t: 1:1" .-.- 

Auflöſung. Die Seiten des Dreiecks mögen a, b, o 
fein, der Punkt G ſei beſtimmt durch GF gleich p; die Summe 
tt -“, bezeichne s. Man betrachte GH, GK, GL 
als Theilungslinien, dann iſt 

p-: FH: ab = t: s 
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FH: HK =: 
FH: KL = t:“ u. ſ. f. 
und daher 
FH Bin. HK= N KL = ab ., U. f. 
ps ps pS 
Oder man ſetze 
pFH: ab t: s 
pFK:ab tt: s 
pFL: ab tbr“: s u. ſ. f. 
und entwickele e ; | 
RE - a0 „ 
1 rk = s (tr) u. ſ. f. 


Oder man theile den Inhalt k des Dreiecks, und wenn 
die Theile q, q’, 9“ find, fo hat man 
pFH Sin c = 2 
pFK Sin & = 2 (d“ 
bFL Sin g = 2 (dd) u. ſ. f. 
und daraus 
2 


2 1 
FH = singt FK ing At) u. ſ. f. 
Eben fo beſtimmen ſich die Theilpunkte auf ED, 


Auflöſung. Der Punkt & ſei beſtimmt durch die 
Normale a’ und das Stück a“. Man berechne den Inhalt k 
des Dreiecks, und theile ihn in n Theile nach dem gegebenen 
Verhältniß. Die Theile mögen q, q/, q“, ... fein, Nach EE 
ziehe man eine beliebige Linie als Theilungslinie, etwa GE. 
Zur Beſtimmung der anderen Theilungslinien GH, GK, , 
welche nach EF gehen, hat man 

EH - a“ = 2 


daraus EH = 140 N 


Kommt man mit den Theilungslinien auf die Verlän⸗ 
gerung von EF, jo müſſen die Theilungslinien nach FD hin 
beſtimmt werden, ſo daß man zunächſt das hinaus gefallene 
Dreieck GFV und dann die folgenden Theile erhält. Die 
nach FD gehenden Theilungslinien beſtimmen ſich eben fo 
wie die zu CF gehörenden, wenn die Normale b' bekannt 
iſt. Dieſe drückt ſich aus durch a“ Sin / a Cosy. Kennt 
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man die Höhe h auf a und die Projection p von b auf a, 
fo läßt ſich —- ſtatt Sin fegen und 1 ſtatt Cos 7, wodurch 


entſteht 
a“ h - a'p 


— 


Bi 


Die Theilpunkte auf ED findet man wie die auf DF. 


§. 630. 

Soll ein Dreieck getheilt werden durch Linien, die von 

einem Punkt ausgehen, welcher außerhalb des Dreiecks gege- 

ben iſt, ſo berechne man den Inhalt des Dreiecks, theile ihn 

und bringe §. 501 in Anwendung, behalte aber q in dem 
Ausdruck Für x bei und berechne denſelben numeriſch. 


§. 631. Aufgabe. 

Ein Dreieck DEF Fig. 277 durch Linien, welche mit einer 
Seite EF parallel find, in n Theile zu theilen, die ſich ver⸗ 
halten wie t:“: 1“: ++. 

Auflöſung. Eine der anderen Seiten, etwa DF, ſei 
a, die Summe irt“ .. bezeichne s. Sind GG’, HH’, 
LL“, . ... Theilungslinien, jo hat man 

De: tr 

DH’:a’ tg: s 

DL: a =-: s u. ſ. f. 
Deshalb iſt 


5 = , bn MGH), DL=a H 


u. ſ. f. Oder man berechne den Inhalt des Dreiecks, theile 

ihn, und wenn q, d', d“ .. die Theile find, fo hat man 
Dd'sin Sin g 

2 Sin y 5 

DH“ Sin c Sing 1 

Sn / = d d' u. ſ. f. 


und daraus 


/ 2 Sin/x 3 2 Sin? 
. Sin a Sin 9 dag: Sin a Sin p 70 ek 


§. 632. Aufgabe. 

Ein Dreieck DEF Fig. 278 durch Linien, welche mit ei⸗ 
ner gegebenen Linie parallel find, in n Theile zu theilen, die 
ſich wie t: 1:1“: verhalten. 

Wolff's Geometrie. 1. Th. 7te Aufl, 21 


www.rcin.org.pl 


399 Neunzehntes Kapitel. §. 632. 


Auflöſung. Man ziehe D0 parallel mit der gegebenen 
Linie und beſtimme O gleich m. Die Seite EF ſei a, die 
Summe it“ .., ſei s. Sind GG’, HH’, LL“ Thei⸗ 
lungslinien, ſo verhält ſich 

FGG“: DEF =t:s 
FHH“: DEF = t=: s u. J. f. 
Man hat aber 
DEF: DOF = a: m 
deshalb DEF = —DOF 


und dies ſubſtituirt 
a 
7 — — * 
FGG“: —DOF=t:s 
FHH' : DO = t- Ts u. ſ. f. 


oder mit — multiplicirt 
a 
I» — . 
FGG':DQOF = —t:s 


FHH’: DOF = r 1s u. ſ.f. 


Nun find die Dreiecke FGG’, FHH’ u. ſ. f. ähnlich dem Dreieck 
DOF, alſo folgt 


FG? : m? 


78 


FH’:m’= = (t) :s u. ſ. f. 


a 
m 
— 
III 
und daraus ER 
FG = 7 i, FH = — (14) uff. 
Man kann auch den Inhalt k des Dreiecks theilen, und 

hat dann, wenn die Theile q, g', g“, .. ſind, die Gleichungen 

FG? Sin c Sins 

28min (a T | 

EH: Sin & Sin q i 

Sine c I . ſ. . 


alſo 
Sina) F i 
70 0 Sina Sing d, FH = Sin a S5 (4 4) u. f. f. 
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it §. 633. Aufgabe. 
Ein Viereck ABCD durch Linien, welche von einer Ecke 
. in n Theile zu theilen, die ſich verhalten wie 
Auflöſung. Man berechne den Inhalt k des Vierecks 
und theile ihn nach dem gegebenen Verhältniß. Die Theile 
mögen q, g', 4“, +++» fein. Um die Theilungslinien zu er⸗ 
halten, welche Fig. 279 nach FG gehen, beſtimme man die 
Normale EV gleich a, und hat alsdann 
FK. a = 2 u. ſ. f. 


deshalb K 7 4 MER 


oder man benutze die Seite b und den Winkel a, und hat 
b. Fk Sin c = 2 u. ſ. f. 


2 
daraus FK = ping J u. . f. 
Ebenſo beſtimmen ſich die Theilpunkte auf HG. 
§. 634. 


Iſt ein Viereck zu theilen durch Linien, welche von einem 
Punkt ausgehen, der in einer Seite gegeben iſt, ſo verfahre 
man wie bei der vorigen Aufgabe. Soll ein Vieleck getheilt 
werden durch Linien, welche von einem Punkt ausgehen, der 
Kun deſſelben liegt, fo geſchieht die Theilung wie in 

„629. b 


§. 635. Aufgabe. 
Ein Viereck zu theilen durch Linien, welche von einem 
Punkt ausgehen, der außerhalb des Vierecks gegeben iſt. 

Auflöſung. Sind keine Seiten des Vierecks parallel, 
oder hat es zwei parallele Seiten, der Punkt aber eine ſolche 
Lage, daß keine der Theilungslinien beide parallele Seiten 
ſchneidet, ſo berechne man den Inhalt des Vierecks, theile 
ihn, und bringe §. 501 in Anwendung, wie es $. 623 ge⸗ 
ſchehen iſt, nur behalte man q in dem Ausdruck für x, und 
berechne denſelben numeriſch. 

Hat aber Fig. 280 das Viereck parallele Seiten und der 
Punkt H eine folche Lage, daß Theilungslinien beide paral- 
lele Seiten ſchneiden, ſo berechne man den Inhalt des Vier⸗ 
ecks, theile ihn, und ſchneide zunächſt von dem Winkel EFG 
nach §. 501. Theile ab, bis die Theilungslinien die Verlän⸗ 
gerung von FG treffen. Iſt HP die letzte Theilungslinie 
nach FG, fo ziehe man HG, und ermittele den Inhalt RPGs, 
um zu finden, welchen Inhalt p das Viereck SGK T erhalten 
muß, damit es das vorgenannte zu dem We ergänze, der 

1 
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durch die Linien HP und HK abzuſchneiden iſt. Man fälle die 
Normale HV und ermittle deren Stücke a und b. Zur Beſtim⸗ 
mung der Theilungslinie HK dienen dann die Gleichungen 
I) &a = 2p 
2) x: y = arb: b 
Aus der zweiten folgt 
3) XY: Xâ = af 2b: ab 
und dividirt man 1) durch 3), ſo entſteht 
_ 2(a+b) 
* a(ar2b)P 
Wäre q der nächſte Theil, jo hätte man 
K Ya = 24 


x:y =a+tb:b 
„ 2(a+b) 
und daraus e 44 J2000 5 


oder, wenn man lieber GM ermittelte, aus ähnlichen Gleichungen 


= 10 25 Br et 


§. 636. Aufgabe. 

Ein Viereck zu theilen durch Linien, welche mit einer 
Seite deſſelben parallel ſind. 

Auflöſung. Man berechne den Inhalt k des Vierecks 
und theile ihn. Die Theile mögen q, d', q", ... fein, Sol⸗ 
len Fig. 281 die Theilungslinien parallel mit der Seite a 
gehen, ſo beſtimme man die Normale h und die mit a pa⸗ 
rallele Linie b. Für die Theilungslinie HH’ iſt alsdann 

1) . = 2 
und, wenn von E eine Linie parallel mit FG gedacht wird, 
2) a—b:y—b =h:h—x 
Aus 2) folgt ‘= et 
dies in 1) ſubſtituirt giebt 
2ahx — ax bx = 2hq 
Aa 2hq 


a—b u a—b we 


4 PR Ehe 2hq _ ah -E LAH. Za Dh 
a—b (a—b)' a—b a—b 
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Die Wurzel iſt negativ zu nehmen. N 

Um x' zu finden, darf man nur in dem für x gefun⸗ 
denen Ausdruck q 4“ ſtatt q ſetzen. Zuletzt kann noch das 
Dreieck EFL zu theilen fein. ; 


Die Theilungslinie HH’ läßt ſich auch durch DH, gleich z, 
beſtimmen. Nach §. 566 J. 3) hat man für 2 die Gleichung 
a? Sin g Sin (@+0)-+ 2a: Sin a Sin g + 2? Sin 5 Sin (5 oͤ 
P 
weil aber HH’ parallel mit DG, fo ift 
Sin (c) = Sin 2R = 0 


Sin p = Sin y 
Sin (#+8) = Sin|4R—(a+y)] = —Sin(@-+7) (4) 
Sin o = Sina 


Dieſe Werthe, oben geſetzt, liefern 
2a Sin « Sin - z’SinySin(«-+y) = 2 Sin a 
2a Sin a 2 Sin « 
2— K 2 = 
Sin(@+y)  SinySin(«-+y) 
3 a Sin a + a Sin aa 24 Sin a 
Sin (ay) Sin (a y): Sin) Sin (a 
Sin a 
Sin y 


0 


a Sin a Yie’sin «Siny— 2qSin(@-+y)] 


BES Sin («+7) 

Sollte das Trapez DEFG Fig. 282 getheilt werden durch 
Linien, die parallel ſind mit einer der nicht parallelen Seiten, 
etwa mit DE, fo ziehe man durch die Mitten M und O der 


nicht parallelen Seiten die Linie MO (ie iſt gleich ai ; 


theile fie nach dem gegebenen Verhältniß und conſtruire durch 
die Theilpunkte Linien parallel mit DE. Die Richtigkeit des 
Verfahrens erhellet, wenn man F’G' parallel mit DE denkt, 
wodurch ein Parallelogramm DEF'G“ hervorgeht, das gleich 
dem Trapez iſt, und das in der verlangten Weiſe getheilt 
erſcheint. 


S. 637. Aufgabe. 

Ein Viereck DEF G Fig. 283 durch Linien, welche mit 
einer gegebenen Linie parallel find, in n Theile zu theilen, 
die ſich wie gegebene Zahlen verhalten. 

Auflöſung. Man berechne den Inhalt des Vierecks, 
und theile denſelben in die verlangten Theile q, q’ g“, 
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ziehe FH parallel der gegebenen Linie, ſchneide von dem 
Dreieck GFH parallel mit FH Stücke ab gleich g, q, 
dann von dem Viereck HFED parallel mit FH zuerſt das 
Stück, welches den letzten Streifen des Dreiecks zu einem 
verlangten Theil ergänzt, wenn er nicht ſelbſt ein ſolcher 
wäre, und darauf die übrigen Theile. 

§. 638. Aufgabe. 

Es find Fig. 283 die Seite a und die daran liegenden 
Winkel a und y gegeben, man ſoll durch eine Linie KK’, 
welche mit der Linie DG den Winkel F bildet, ein Viereck 
DKK E abſchneiden, deſſen Inhalt q iſt. 

Auflöſung. Nach $. 566 J. 3) iſt 
a: Sin a Sin (a g) 2ax Sin a Sin px? Sin h Sin (Go) : 


2 Sin d 9 
daraus folgt 
12 4 2a Sin a: Sin a Sin (a ＋d) — 2 Sing 0 


Sin ( % Sin g Sin (g 0) 
a' Sing?  a’SineSin(@+d)—2qSind 


Sin (G): Sin / Sin (Go) 


à Sin 


à Sin a 


Sin (ch 


mar | 


4 „%„%„— Te Sin«+2qSind 3 
Sin $ 


Es iſt aber 
Sin a Sin $<— Sin (@«-+0)Sin (Ho) 
= Cos (c- -Cos (a) -Cos (-) Cos (aq)! (18) 
= 2 28in (Eo) Sin (o) (22) = Sin y Sin o 
ſo daß entſteht 
— à Sin a Vie'sin Sin / ＋ 24 Sin (Ho) 80 5 
Sin (+0) 
§. 639. Aufgabe. 
Es ſind Fig. 284 die Linie DE gleich a, das Stück EF 


gleich b und die Winkel a und y gegeben, man ſoll den Win⸗ 
kel x finden, fo daß das Viereck DEF G den Inhalt q erhalte, 


Auflöſung. Man hat nach $. 566 J. 3) 
a’ SineSin(@+y)+2abSin« Sin x b' Sin x Sin (& EY) 
2 Sin y RE 
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und es iſt y= 4R—a—y—x, wofür geſetzt werden mag 
9—x. Subſtituirt man dies ſtatt y in der oberen Gleichung, 
ſo entſteht 

a’Sin«Sin(@+9-x)+2ab Sine Sinx+ b*’SinxSinp=2qSin(p-x) 
a’Sine Sin(@+9) Cosx— a*’Sin« Cos(@-+p) Sinx A 2 ab Sina Sinx 

+b’Sin ꝙ Sin x = 24 Sin ꝙ Cos x 2 Cos ꝙ Sin x 
a’Sin« Sin(«+g)Colgx— a’Sin«Cos(@+gp)-+ 2ab Sin«+b?Sinp 
= 24 Sin ꝙ Cotgx - 24 Cos p 
a Sina Cos («-+p) —2ab Sin a b; Sin ꝙ 2 Cos ꝙ 
2 a Sin a Sin (cg 2 Sin ꝙ 
§. 640. Aufgabe. 

Es ſind Fig. 284 die Seite DE gleich a, das Stück EF 
gleich b und die Winkel @ und 5 gegeben, man ſoll das 
Stück DG gleich 2 beſtimmen, fo daß das Viereck DEF G den 
Inhalt q habe. 

Auflöſung. Nach §. 565 1.3) hat man 

azSine—bzSin(@-+y)+abSiny _ a 


Colg x 


2 
und daraus folgt 
52 29 — ab Sin 
 aSina—bSin(@+7) 
§. 641. 


Die drei vorſtehenden Paragraphen finden bei Theilungen 
Anwendung, der erſtere, wenn die Theilungslinien parallel mit 
einer gegebenen Linie ſein, die anderen, wenn ſie von Punkten 
ausgehen ſollen, welche in Seiten ſich befinden. 

Es ſei z. B. ein neck ABCDE Fig. 285 nach einem vor⸗ 
geſchriebenen Verhältniß zu theilen durch Linien, welche mit 
der Linie PO parallel ſind. — Man berechne den Inhalt des 
necks und theile ihn nach dem gegebenen Verhältniß. Die 
Theile des Inhaltes mögen ſich gleich t, U, 1“. .... ergeben. 
Man ziehe aus jeder von den Ecken B, E, C eine Linie paral« 
lel mit PO, und berechne die Inhalte der Figuren ABF, 
BGEF, GCHE u. ſ. w. Je nachdem der Inhalt von ABF 
größer oder kleiner iſt als t, muß die erſte Theilungslinie 
links oder rechts von BF fallen. Sit ABF größer als t, fo 
ſchneide man ein Dreieck AMN ab von dem Inhalt t. Hit t 
größer als ABF und kleiner als ABGE, fo ſchneide man ein 
Viereck BM’N’F ab von dem Inhalt 1— ABF u. ſ. f., welches 
nach den vorſtehenden Sätzen ſich ausführen läßt. 

Nach dem, was bisher vorgekommen iſt, dürfte man im 
Stande ſein, die Theilung von Vielecken auszuführen. 
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§. 642. Aufgabe. 

„Das Viereck BCDE Fig. 286 iſt durch die Linie HK in 
zwei Theile getheilt, man ſoll die Linie FG ziehen, fo daß 
jedes von den Vierecken EFNH und HNGB einen gegebenen 
Inhalt bekomme. ö 


Auflöſung. Man verlängere die Linie Hk bis zu den 
Durchſchnitten mit den Verlängerungen der Seiten DE und BC. 
Die Linie LM und die Dreiecke ELH und KCM erſcheinen als 
gegeben. LM ſei gleich a. Man ermittle den Inhalt p, wel⸗ 
chen das Dreieck LNF, und den Inhalt q, den GNM haben 
muß, damit jedem der Vierecke EFNH und HNGB der be- 
ſtimmte Inhalt werde. Alsdann hat man für LN, gleich x, 
und für den Winkel y, wodurch ſich GL vollkommen beſtimmt, 
die Gleichungen 

1 x’SineSiny _ 
) Sin (aN) -? 
2 (a—x)’Sin ASiny _ 
2Sin (GY) 
Aus ihnen folgt 


25 Sin (a. f 
3) Er: SineSiny 25 (Cotg y ＋ Colge) 


4) (a- x) = i l v 2 (Cotg y Cotg g 
Man dividire 3) durch 2p, 4) durch 2d und ſubtrahire dann 
3) von 4), das liefert 1 0 

. Sin (a — 4 

25 = coig -= Coigee . Sin Sin F © 
und hieraus ergiebt ſich 


; 1 254 Sin (a — 5) 
p(a—x)'— q = Sin «Sin $ 
. 2p Sin (a — 5) 5 
5) (PR Lap Tap Sina sin 


r ee 
777 
p- d (p- p- (p- d) Sin 48 
_ ap 7 p ___2pgSin(e—P) 
p- (p- dg) (p- q Sin d Sin f 


ä— ——u — — 
— 


es Ir] 
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Aus 3) findet man 5 
Colgy = 35 Coig 


worin noch für x der Werth zu ſetzen iſt. 
Iſt p q, fo iſt der Ausdruck für * unbrauchbar. Als⸗ 
dann geht aber 5) über in N 
2b. Sin (a— ) _ „ 


— 29— 
Zap a f pin a Siu 

und daraus iſt 
a P Sin (a — 5) 
2 a Sin ꝙ Sin g 

Sind die Seiten BC und DE parallel, fo find A und a 
einander gleich, und der erſtere Ausdruck für x geht über in 
wir (p pq), der andere in 2 

Schneiden die Verlängerungen von ED und BC beide die 
eine Verlängerung von HK, etwa Fig. 287 die über K hinaus⸗ 
liegende, fo ermittle man wie vorher den Inhalt von LNF 
gleich p, den von MNG gleich q, und es finden die Gleichun⸗ 
gen Statt 


X 2 


* Sin a Sin y 
281m (E } 
(a+x)’Sin Sin y 
e 
on denen die Unbekannten ſich ähnlich wie oben entwickeln 
aſſen. a 
Iſt Fig. 288 die Seite ED parallel mit der Linie HK, 
jo verlängere man ED und HK bis zum Durchſchnitt mit der 
Verlängerung von BC. Als bekannt laſſen ſich betrachten das 
Stück MV gleich a, der Winkel , die Dreiecke CKM, CDV. 
Man beſtimme den Inhalt p des Dreiecks VFG, fo daß 
EFGB die Summe der gegebenen Inhalte von EFNH und 
HNGB zum Inhalte habe, und den Inhalt q des Dreiecks 
MNG, fo daß für HNGB der beſtimmte Inhalt bleibt. Die 
Linie FG beſtimmt ſich durch die Stücke x und y. Es ver⸗ 
hält ſich aber 
(a -N): x p: 


woraus folgt a EX: x= /p: 74 
a:x=yp—Yqg:yq 
ag 
p- 4 b d 


WwWwWw.rcin.org.pl 


330 Neunzehntes Kapitel. §. 643. 


Ferner iſt xy Sin B = 2 
171717... 
re xSind ayqaSinf Sind" 1+YPq) 
Sind endlich Fig. 289 die beiden Seiten ED und BC mit 
HK parallel, und bezeichnet p den Inhalt, welchen HNFE, 
d den, welchen BGNH bekommen ſoll, fo hat man 
1) K = 24 
2) (y+z)b = 25 
3) z—y:y—x=b:a 


Aus 3) folgt 
bz — by: ay — ax b: a! 
und ſubſtitnirt man hier die Werthe von ax und bz aus 1) 
und 2), ſo entſteht 
2p — 2by: 2ay — 24 = b': a“ 
woraus folgt 
ab’y—b’q = a’p—a’by 
(arb gab)) y = ap beg 
—_ ap+b’g 
2 (agb) 
Nach 1) iſt noch 
2 2d —ay _ 2abq+b’g— a’p 
a ab (a b) 
Durch x und y beſtimmt ſich aber FG. 


§. 643. 
Uebungs aufgaben zu den Theilungen. 


1) In einer Seite eines Dreiecks iſt ein Punkt gegeben, man 
ſoll vermittelſt einer Linie, welche durch dieſen Punkt geht, 
das Dreieck in zwei gleiche Theile theilen, oder in zwei 
Theile, welche ſich verhalten wie p: g. 

2) Innerhalb eines Dreiecks iſt ein Punkt gegeben, man ſoll 
das Dreieck vermittelſt einer Linie, welche durch dieſen Punkt 
geht, in zwei gleiche Theile theilen, oder in zwei Theile, 
welche ſich verhalten wie p: q. 

Wird durch §. 502 ausgeführt. 

3) In einer Seite, oder innerhalb eines Trapezes, oder eines 
Parallelogramms, oder eines Trapezoids iſt ein Punkt ge- 
geben, man ſoll daſſelbe in zwei gleiche Theile theilen, oder 
in zwei Theile, welche ſich verhalten wie p: q, vermittelſt 
einer Linie, welche durch jenen Punkt geht. 
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4) Ein Dreieck ABC Fig. 290 in drei gleiche Theile zu thei⸗ 
len, fo daß der eine Theil FGH ein dem Dreieck ABC 
ähnliches Dreieck und jeder der anderen Theile ein Tra⸗ 
pez werde. 


Man hat N 
AABC:AFEH BO - GH 31 
alſo GH = * 50.8 
Iſt CD = 4BC und DE normal auf BC, fo iſt 
BC 


CE 1 n Man mache CM gleich CE und ziehe 


MN parallel mit CA. Wird von irgend einem Punkt 6 
der Linie MN die Linie GH parallel mit BC und GF pa⸗ 
rallel mit BA gezogen, fo ift immer FGH ähnlich mit ABC 
und dabei 4 von ABC. Nimmt man aber G in der Mitte 
von MN, ſo werden die Bedingungen der Aufgabe erfüllt, 
weil dann NGFA gleich GMCH und NGB gleich GBM, 
alſo BGFA gleich BGHC, mithin jedes ein Drittel von 
ABC wird. N 

5) Das Dreieck ABC Fig. 291 durch die mit 40 parallele 
Linie DE und durch die auf 40 normale Linie FG in drei 
gleiche Theile zu theilen. 


Man nehme BE gleich 50135 und ziehe DE paral- 


lel mit AC, ſo iſt BDE ein Drittel von ABC. Man ziehe 
ferner durch die Mitte P von AD parallel mit A0 die 
Linie PO, halbire dieſe und conſtruire durch die Mitte M 
die Normale FG. FG theilt das Trapez in zwei gleiche 
Theile, welches ſichtbar wird, wenn man OV parallel 
mit AD zieht. N 3 

6) Man ſoll Fig. 292 den Punkt D beſtimmen, fo daß die 

Dreiecke ABD, BCD und ACD einander gleich werden. 

Man theile eine Seite, etwa A0, in drei gleiche Theile, 
ziehe von dem Theilpunkt M die Linie MD parallel mit 
AB, von N die Linie ND parallel mit CB; D iſt der 
Punkt. 

7) Wie wird man verfahren, wenn in den drei vorſtehenden 
Aufgaben ſich die Theile wie mın:p verhalten ſollen? 

8) Das Parallelogramm ABCD Fig. 293 durch Linien, welche 
von den Punkten E, F, 6 ausgehen, in vier Theile zu 
theilen, deren Verhältniß gegeben iſt. 

Man theile AD in vier Theile, die das gegebene Ver— 
hältniß haben. Von den Theilpunkten M, N, O ziehe man 
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MM’, NN’, O0“ parallel mit AB. Die Parallelogramme, 
in welche ABCD durch dieſe Linien zerlegt wird, haben 
das vorgeſchriebene Verhältniß. Zieht man jetzt durch die 
Mitte H von MM’ die Linie EE“, fo iſt dies eine richtige 
Theilungslinie: denn da die Dreiecke E'HM’ und EHM gleich 
find, fo iſt AEE'B gleich AMM’B. Eben fo erhält man 
FF’ und GG’. Da aber GG’ die Theilungslinie FF’ ſchnei⸗ 
det, fo ziehe man GF’, parallel damit 6˙6“, und dann 
GG”, wodurch 6 FG“ gleich GF’G’ wird, alſo GG” brauch- 
bare Theilungslinie. 

Wie würde man verfahren müſſen, wenn ABCD ein 
Trapezoid wäre? 


Anhang. 


1. 
Die Mitten X, I, 2 der Diagonalen eines vollſtändigen 
Vierecks Fig. 294 befinden ſich in gerader Linie. 

Beweis. Man ziehe durch X die Linie PQ parallel 
mit CD, und es iſt P die Mitte von AE, 0 die Mitte von 
AD. Man ziehe ferner PZ, fo iſt, da P und Z die Mitten 
von AE und EF find, PZ parallel mit AF, und R die Mitte 
von DE. Deshalb geht OR durch 1 und iſt parallel mit 
AE. Die Seite BF, mit welcher keine von dieſen Linien 
parallel iſt, betrachte man als Transverſale für das Dreieck 
ADE aus den drei übrigen Seiten, und es iſt 

AB. CE- DF = BE-CD: AF 
oder, was daſſelbe ſagt 
20Y-2PX-2RZ = 2RY-20X-2PZ 
Di PX-QY-RZ = QX-RY-PZ 
und deshalb befinden ſich X, Y, Z in gerader Linie. 


2. 
Bei jedem vollſtändigen Viereck ABCD EF Fig. 295 fin⸗ 
den die Gleichungen Statt 

I. AC:AD _ BC-BD 
AE AF PE. BF 
CA-CB DA. DB 
CE. CF PE- DF 
EA. EB FA. FB 
EC-ED FC:FD 


II. 


III. 
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Beweis. Jede Seite des vollſtändigen Vierecks be⸗ 
trachte man als Transverſale des Dreiecks aus den drei 
übrigen Seiten. Das gewährt die Gleichungen 

1) AD. CE-. BF = DF- AE. BC 

2) AC- BE. DPF = CE-. BD- AF 

3) BC. DE- AF = CF-BE-AD 

4) BD- AE. CF = DE-AC-BF 
und die Producte aus den Gleichungen 1) und 2), 1) und 4), 
1) und 3) liefern die Gleichungen I, II, III. 


3. 


Wird Fig. 296 ein vollſtändiges Viereck ABCDEF durch 
eine Transverſale geſchnitten, ſo finden folgende Gleichungen 


Statt 5 
I. AX. BZ. CY. DT = BX. CZ. DT. AT 
II. AX. EI - CZ. FT = EX CI. FZ · Ar 
III. BX. E- DT. FZ = EX-· BZ. FT. DX 
die man zur beſſeren Ueberſicht der Reihe nach auf die ein- 
fachen Vierecke ABCD, AECF und BED F beziehen möge, 
und dann leicht in Worten ausſprechen kann. 
Beweis. Aus den Dreiecken ABC und ACD iſt 
AX. BZ. CV = BX. CZ. a 
AV- CY. DT = CV:DY-AT 
Das Product beider Gleichungen liefert die Gleichung J. 
Aus den Dreiecken AEC und AFC hat man 
AX-EY-CV = EX. CY. AV 
AV. CZ. FT = CV-FZ:AT 
und das Product dieſer Gleichungen gewährt die Gleichung II. 
Aus den Dreiecken BEF und DEF entſpringt 
BX. EO- FZ = EX-FQ-BZ 
FQ-EY-DT = EO: DI. FT 
und das Product liefert III. 


Zu ſa tz. 
Geht Fig. 297 die Transverfale durch die Ecke E, fo fallen 
die Punkte X und 1 mit E zuſammen, und die Gleichung J. 
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geht über in 
AE -. BZ. CE-DT = BE-· CZ. DE. AT 
wofür wir ſetzen 
AE · CE AT. CZ 
BE DE BZ DT 
Die Gleichungen II. und III. aber fallen aus. 


4. 


Wenn man Fig. 298 aus den Eckpunkten E und F auf 
einer Diagonale EF eines vollſtändigen Vierecks ABCDEF 
Transverſalen EXY und FZ U zieht, und durch ihre Durch- 
ſchnittspunkte X, I, Z, U mit den Seiten die geraden Linien 
XU, ZX, XZ, UM legt, fo befinden ſich deren Durchſchnitts⸗ 
punkte auf den anderen Diagonalen. 


Beweis. Es iſt nach dem vorſtehenden Zuſatz 
EA. EC AX - CX 
EB. ED PX DT 
FA. FC AU - CZ 
TB TD BU.DZ 


Nach 2 ſind die beiden Quotienten zur Linken einander gleich, 
folglich ſind die rechts gleich, und das liefert 


1) AU. BX. CZ. DPI = BU. (X. PZ-· Al 
Aus dem Dreieck BDC iſt 
2) BX. CZ. DPO = (X. DZ. B0 
Man dividire 1) durch 2); es entſteht 
| AU.DY-BQ = BU-AY-DO 
und deshalb befinden ſich U, X, O in gerader Linie. 
Aus dem Dreieck ABC iſt 
3) AU. BX. CP = BU.CX-AP 
1) durch 3) dividirt liefert 
CZ. DV. AP =DZ-AY-CP 
und deshalb befinden ſich 2, X, P in gerader Linie. 
Darin liegt der Satz. 


Der Satz bleibt giltig, wenn einer der Punkte E und F 
in die Unendlichkeit rückt, oder wenn beide in die Unend— 


und 
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lichkeit rücken. Dann werden die von ſolchem Punkt aus⸗ 
gehenden drei Linien parallel. — Deshalb befindet ſich z. B. 
Fig. 34 der Durchſchnittspunkt der Linien EG und HF auf 
der Diagonale AC, und eben fo ſchneiden ſich HE, FG und 
BD in einem Punkt. 5 a 


5, 


Wenn Fig. 298 drei Linien, welche von einem Punkt E 
ausgehen, geſchnitten werden durch drei Linien, welche von 
einem Punkt F herkommen, jo geſchieht das in neun Punk- 
ten, durch welche ſich achtzehn neue Linien legen laſſen, und 
dieſe zerfallen in ſechsmal drei Linien, welche ſich ſchneiden in 
einem Punkt. 

Nach der vorigen Nummer. 


Erweiterungen, indem man einen oder mehrere der Punkte 
E, F, A, B... in die Unendlichkeit rückt. 


6. 

Von einem Punkt N Fig. 299 gehen drei Linien aus. 
Auf jeder derſelben find zwei Punkte A, A’, B, B'“, C, C', 
beliebig genommen, und durch gerade Linien verbunden. 
Die Seiten der Dreieckspaare ABC und A’B’C', AB’C und 
A’BC’, ABC’ und ABC, A BC und ABC ſchneiden ſich der⸗ 
geſtalt, daß die drei Durchſchnittspunkte analoger Seitenpaare 
in gerader Linie liegen. 


Beweis. Aus den Dreiecken NAB, NBC, NAC hat 
man, die Linien A’B’, BC, A “C als Transverſalen nehmend 
NA“. BB“. AX = AA“. NBB-!/ BX 
CC. NB’:BY = NC. BB. CX 
AA! NC“. CZ = NA“. CC AZ 

Das Product der Gleichungen iſt 
AX. BI. CZ = BX. CY. AZ 
und deshalb befinden ſich X, I, Z in gerader Linie. 
Aus den Dreiecken NAB’, NCB’ und NAC hat man 
AA“. BT. NB = NA“. AT. BB 
BB. NC. CU = NB. CC. B! U 
NA/. CC. AZ = AA · NC“. CZ 
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Das Product dieſer Gleichungen gewährt 
BT. CU. AZ = AT. BU. CZ 


Deshalb liegen T, U, 2 in gerader Linie. 
Aus den Dreiecken NAC“, NBC“ und NAB hat man 


NC- AA!“ CV = CC-· NA“ Ax 
CC NB; BU NC- BB; CU 
BB’-NA’-AX = NB“. AA! BX 
alſo 
AX-BU-C’V = BX. CU. Av 
und deshalb befinden ſich X, V, U in gerader Linie. 
Aehnlich für die Punkte T, V, X. 
Das Geſetz bleibt giltig, wenn N in die Unendlichkeit 
rückt, d. h. die Linien AA’, BB’, CC’ parallel find. 


7 


Werden zwei convergirende Linien A0, A0 Fig. 300 
von beliebig vielen Linien geſchnitten, welche von einem 
Punkt N ausgehen, und zieht man die Transverſalen AB’, 
A'B, BC’, B'C u. ſ. w., AC, AC, BD’, B'D u. ſ. w., AD’, 
AD u. ſ. w. u. ſ. w., fo befinden ſich deren Durchſchnitts⸗ 
punkte X, I u. ſ. w. in gerader Linie mit dem Punkt O. 

Beweis. In dem vollſtändigen Viereck QBXB’ iſt die 
Diagonale AA’ durch die Diagonalen B’B und OX harmo⸗ 
niſch getheilt; deshalb iſt OX vierter harmoniſcher Strahl 
zu OA“, OA und ON. In dem Viereck OC C' iſt die Dia⸗ 
gonale BB’ harmoniſch getheilt; deshalb O vierter harmo- 
niſcher Strahl zu denſelben Strahlen OA“, OA, ON. U. ſ. w. 
Die Linien OX, OI, O u. ſ. w. fallen demnach zuſammen, 
und darin liegt der Satz. 

Jeder der Punkte O und N kann in die Unendlichkeit 
rücken, und das Geſetz behält Giltigkeit. 


8. 


In einem Kreiſe Fig. 301 ſei ein Viereck ABCD be⸗ 
ſchrieben. Durch die Ecken lege man Tangenten. Sie bil⸗ 
den ein um den Kreis liegendes Viereck EFGH. Die inne- 
ren Diagonalen beider Vierecke ſchneiden ſich in demſelben 
Punkt N, fie find die Polaren der Ecken X, I, 2, J, dieſe 
befinden ſich deshalb in gerader Linie, und ihre Lage iſt 
harmoniſch. 

Wolff's Geometrie. 1. Th. 7te Aufl. 22 
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Beweis. Es iſt NY Polare zu X, NX Polare zu Y 
(S. 323). E iſt Pol zu DA, G Pol zu CB, alſo EC Po- 
lare zu X. Es fallen deshalb NY und EG zuſammen, eben 
fo NX und FH. Die Diagonalen beider Vierecke ſchneiden 
ſich demnach in demſelben Punkt N. Nun iſt Z Pol zu AC, 
T Pol zu BD. Die Polaren der Punkte X, I, Z, T ſchnei⸗ 
den ſich in demſelben Punkt, alſo befinden ſich die Punkte 
in gerader Linie. EG, HF, ZT find die Diagonalen des 
um den Kreis liegenden Vierecks, deshalb X, Y, 2, T har⸗ 
moniſche Punkte. 

Legt man durch die Ecken X und 1 des Vierecks ABCD 
Tangenten an den Kreis, ſo bilden fie ein Viereck deſſen in- 
nere Diagonalen gleichfalls durch den Punkt N gehen. — 
Die Punkte P, O, R, S find die Berührungspunkte dieſer 
Tangenten. Das Viereck PORS und das aus unſeren Tan⸗ 
genten ſtehen in denſelben Beziehungen zu einander, wie die 
Vierecke ABCD und EFGH. Daraus erhellet die Behaup— 
tung. Ferner erhellet, daß der fünfte und ſechste Eckpunkt 
des Vierecks PORS ſich auf der Polare XI des Punktes N 
befinden. — Eben ſo, wenn man die Vierecke in Betracht 
zieht, welche die Tangentenpaare an den Endpunkten der 
Diagonalen AC und BD bilden mit den Tangentenpaaren 
aus X oder aus J. 


9. 


Zu zweien Kreiſen M und M' Fig. 302 fein O und 8 
die Aehnlichkeitspunkte und es ſei über Os ein Kreis gefchla- 
gen. Wird aus irgend einem Punkt P der Peripherie die⸗ 
ſes Kreiſes ein Tangentenpaar an den Kreis M und ein 
zweites an den Kreis M' gelegt, ſo iſt der Winkel, welchen 
die Tangenten des einen Paares bilden, gleich dem Winkel, 
den die des anderen Paares bilden. Aus jedem Punkte der 
Peripherie des Kreiſes über Os werden alſo die Kreiſe M 
und M' unter gleichen Winkeln geſehen. 

Beweis. Es genügt, zu zeigen, daß der Winkel MPA 
gleich iſt dem Winkel M'PB. Die Radien der Kreiſe M und 
M' ſeien r und r'. Die Linien PM, PO, PM’ und PS find 
harmoniſche Strahlen, und PO und PS ſtehen auf einander 
rechtwinklig, deshalb iſt der Winkel MPM’ durch P0 halbirt. 
Es verhält ſich demnach 

PM: PM = MO: MO =r:r! = MA: MB 
zugleich find MAP und M’BP rechte Winkel, folglich die Drei⸗ 
ecke MAP und M’BP ähnlich, und deshalb L APM = L BPM. 
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105 
Es ſei Fig. 303 die Sehne AB des Quadranten in drei 
gleiche Theile getheilt, und durch die Theilpunkte N und O 
ſeien die Radien ME und MF gelegt. Zieht man EF, nor⸗ 
mal darauf EH und FG, endlich HG, fo iſt EFGH ein 
Quadrat. 


Beweis. MC halbire den Winkel AMB. Zunächſt er⸗ 
hellet, daß EFGH ein Rechteck, und MD gleich DH iſt. Es 
verhält ſich 

EH:MD = PE:DP NA N = 2:1 
folglich iſt 
EH = 2MD = 2DH = GH 
alſo das Viereck ein Quadrat. 


11; 

Der Durchmeſſer AB des Kreiſes Fig. 304 ſei in n 
gleiche Theile getheilt. Mit AB ſeien aus A und B Bogen 
geſchlagen, welche ſich in N und Q ſchneiden. Aus N und 
O ſeien durch den 2ten, 4ten, ten u. ſ. w. Theilpunkt Li⸗ 
nien gelegt: dieſe theilen die Peripherie des Kreiſes genau 
oder näherungsweiſe in n gleiche Theile. 

Wir wollen den Mittelpunktswinkel x der erſten Seite A0 
beſtimmen. Der Radius des Kreiſes ſei 1. Es verhält ſich 


OM: CD = ME: DE = ME: MD —- ME 

i it e i 
n n 
und dieſer Ausdruck werde durch q bezeichnet. Die obere 
Proportion geht über in 
73: Sin x = q: Cos x 
und hieraus folgt 
d - Cos x; = 3Cosx - 6g Cos x＋3 q! 
(37g Cos x- 64 Cos x 29 = 0 

oder durch 295 Cos x' dividirt 


2 
Sec x Secx -L 4 2 0 
q 24 
Se ee 


24 
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oder, indem man für q den Werth ſetzt, 

2(n—4) 
3n — Yn?+16n— 32 

Setzt man hierin 3, 4, 6 ſtatt n, fo erhält man, genau 
zutreffend, den Mittelpunktswinkel des regulären Dreiecks, 
Vierecks, Sechsecks; werden andere Zahlen. ftatt n gefekt, 
jo ergiebt ſich für x nur näherungsweiſe der Mittelpunkts⸗ 
winkel des necks; die Abweichungen ſind beim Fünfeck, Sie⸗ 
beneck, u. ſ. w. gering, und nehmen zu, währenden zunimmt. 
Die Seite des Fünfecks erhält man ein Geringes zu klein, 
die des Siebenecks und alle folgenden zu groß. Man kann 
ſich begnügen, die erſte Seite AC vermittelſt eines der Punkte 
N oder O zu conſtruiren und A0 im Kreiſe herumtragen; 
es findet indeß eine Ausgleichung Statt, wenn man verfährt, 
wie oben iſt angegeben worden. 


Cos x = 


12. 


Die Seite des regulären Siebenecks im Kreiſe zum 
Halbmeſſer 1 iſt gleich 0,86776. ., der Sinus von 60° iſt 
06, 86602. , alſo mit einer Differenz von 0,0017. gleich 
der Seite des Siebenecks. Die Höhe des gleichſeitigen 
Dreiecks zur Seite r giebt demnach näherungsweiſe die Seite 
des regelmäßigen Siebenecks im Kreiſe deſſen Radius r iſt, 
mit der Differenz 0,0017 r. 


13. 


Ueber einer gegebenen Linie AB werde ein gleichſeitiges 
Dreieck ACB beſchrieben, und es iſt C Mittelpunkt, ACB 
Mittelpunktswinkel des regulären Sechsecks aus der Seite AB. 
Man conſtruire CD normal auf AB, verlängere CD über C 
hinaus, und nehme die Verlängerung CE gleich CA. Dann 
iſt E Mittelpunkt des regulären Zwölfecks aus AB. Theilt 
man CE in ſechs gleiche Theile, fo find die Theilpunkte nä⸗ 
herungsweiſe die Mittelpunkte des regulären Siebenecks, Acht- 
ecks, Neunecks u. ſ. w. aus AB. Man verlängere CE über 
E hinaus und nehme die Verlängerung EF gleich EA. 
Dann iſt F Mittelpunkt des regulären Vierundzwanzigecks 
über AB. Und wird EF in zwölf gleiche Theile getheilt, 
ſo ſind die Theilpunkte näherungsweiſe die Mittelpunkte des 
ee Dreizehnecks, Vierzehnecks u. ſ. w. über AB. 


* * + 
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14. 


Der Umfang eines Kreiſes iſt näherungsweiſe gleich 
dem Umfang des rechtwinkligen Dreiecks, deſſen eine Kathete 
z vom Durchmeſſer, und deſſen andere das Doppelte der er- 
ſten, alſo $ vom Durchmeſſer iſt. 

Der Umfang des Dreiecks iſt um 0,0000967 größer 
als der des Kreiſes, unter r den Radius verſtanden. 


Zur Trigonometrie. 


J. 
Iſt a By = 180° fo iſt 
1) Sin a Cos H Cos Sing = Sin 
2) Sin Sing: Sin y = Cos (-): Sin 3 
3) Sin a — Sin 5: Sin / Sin ( =): Cos 37 
4) (Sin af Sin d-+Siny) (Sin f Sin p- Sin y) 
= A4 Sin æ Sin g Cos 3 
5) (Sin a Sin 5 Sin y) ( Sin a Sin g Sin ) 
4 Sin a Sin g Sin 2 
6) Sin c Sin 9 Sin y = 2 Sin a Sin g Cos y 
Beweis. Die Gleichung 1) liegt darin, da 
Sin (a-) = Sin y. ee 5 
2) Es iſt Sin c Sing = 28Sin (c ) Cos 10a — 5) 
= 20053yCos3(e— 5) und Sin, iſt gleich 2 Sin 3 Cos 37. 
Aehnlich ergiebt ſich 3) 5 
4) iſt das Product der Gleichungen 1) und 2) in 8. 547. 
5) Nach 8.547 2) iſt N 
Sin c - Sin H Sin y = 4 Sin 3 Sin 4yCos} 8 
— Sin c + Sing Sin y = 4 Sin 3 Sin 35 Cos 30 
und das Product dieſer Gleichungen giebt unſere Gleichung 5). 
6) Aus 4) folgt 
(Sin a Sin 5) — Sin * = 4 Sin æ Sin g Cos 37 
Sin a Sin 5 — Sin 7 = 4 Sin c Sin g Cos 37 2 Sin & Sin g 
2 Sin e Sin 52 Cos 37 —1) 
= 2Sin« Sin g Cos. 
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Es ſeien a, b, c die Seiten eines Dreiecks, @, 6, 7 
die ihnen beziehlich gegenüberſtehenden Winkel, d ſei der Durch- 
meſſer des Kreiſes, welcher um das Dreieck liegt. Für den 
Inhalt des Dreiecks ergeben ſich folgende Ausdrücke 

1) 4d*Sin « Sin g Sin 
2) z ab Sin 
a? Sin H Sin y 
5 2 Sin a 
4) + Y(a+b-+e) (a+b—c)(a—b-+c) (—a+b+-c) 
Der Inhalt des Dreiecks ift nach §. 264 gleich 
abe 
2d 5 
und nach §. 553 iſt a = d Sin c, b d Sing, e= d Siny. 
Wenn man dieſe Werthe ſubſtituirt entjteht der erſte Ausdruck; 
der. zweite geht hervor, wenn man bloß für o den Werth ſetzt. 
Der dritte Ausdruck entſpringt aus dem erſten, indem man 
ihn mit Sin a multiplicirt und dividirt, und a' ſetzt ſtatt 
d' Sin a“. Das Product der Formeln 4) und 5) in der voran⸗ 
gehenden Nummer iſt 
(Sin + Sing g Sin y) (Sina Sing- Siny) (Sin Sing Siny) 
(Sina Sin ß Siny) = 4 Sing Sin p; Sin z“. 
Dieſe Gleichung werde mit 1d“ multiplicirt, und es entſteht 
Ie (a Eb) (ab- c) (a—b+c)(—a+b+ec) 
= Ad Sin Sinß?Siny?, 
Der Ausdruck rechts iſt nach 1) das Quadrat vom Inhalt des 
Dreiecks, alſo iſt der Inhalt gleich dem Ausdruck unter 4). 


III. 


Sind a, b, c die Seiten eines Dreiecks, *, 5, „ die 
ihnen beziehlich gegenüberſtehenden Winkel, und iſt h die Höhe 
auf der Seite o, jo iſt 


1) a:b = Sin d: Sin g 
2) a Cos pb Cos = c 
3) a+b:c= Cos (a - 55): Sin 37 F 
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4) a—b:c= Sin 3 ( — 55): Cos 27 
a — b 
5) Tg4(a— Pf) = 4 Tb og 
6) a’ +b’— e gab Cos y 
7) (a+b-+0)(a+b—c) = Aab Cos 275 
8) (a—b+0)(—a+b+e) = Aab Sin 27. 


9) (a+b-+e)(a+b—c) = 2ch Colg - 


10) ( 2 — b) ſo— (a—b)] = 2ch 78-4 


11) e=bCosa&ya?—b’Sina? 

Der Durchmeſſer des Kreiſes, in welchem das Dreieck 
liegt, ſei d. Die Gleichung 1) folgt daraus, daß a = d Sin a, 
b= d Sin F iſt. Die Gleichung 2) entſteht, wenn man die 
Gleichung 1) in I. mit d multiplicirt. Die Gleichungen 2 
und 4) gehen hervor, wenn man in den Gleichungen I. 2 
und 3) die Verhältniſſe zur Linken im Zähler und Nenner 
mit d multiplicirt. Die Gleichung 5) ergiebt ſich durch Di⸗ 
viſion der Gleichung 3) in die Gleichung 4). Die Glei⸗ 
chungen 6), 7), 8) entſtehen, indem man die Gleichungen 
I. 6), 4), 5) multiplicirt mit d'. Es iſt 

| ab Sin y = ch 

ch 
Sin y 
und die Gleichungen 9) und 10) werden erhalten, wenn man 
in den Gleichungen 7) und 8) ab durch dieſen Werth er⸗ 
ſetzt. Es iſt 


Sin = Sin PCos« + Cos g Sin « 
Sin g Cos cin a Sin g: Sin a? 
oder, mit d multiplicirt 5 
c= b Cosa ya?’ = Sind 
und das iſt die Formel 11). 


IV. 


Sind nun gegeben zwei Seiten a und b eines Dreiecks 
und der Winkel , welchen fie bilden, jo ergeben ſich die 


alſo ab = 
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fehlenden Winkel vermittelſt der Gleichung 5) der vorigen 
Nummer, die dritte Seite e wird durch jede der Gleichungen 
6), 7), 8) dargeboten. Hat man die drei Seiten eines Drei— 
ecks, N erlangt man die Winkel durch die Gleichung 7) oder 
8). U. ſ. w. Anwendungen der Gleichungen 3), 4), 9), 10) 
bietet das ſiebzehnte Kapitel. 

Aus den Gleichungen 9) und 10) ergeben ſich für den 
Inhalt des Dreiecks die Ausdrücke 


4(a+b+c) (aꝶb -e) Tg 27 
(a — be) (— ag bc) Cotg 37 
deren Product den Ausdruck II. 4) gewährt. Derſelbe Aus- 


druck wird durch das Product der ede 7), 8) ge⸗ 
wonnen. 


Es ſollte hier der Schluß eintreten. Einigen Raum, 
der auf dem Bogen bleibt, zu nutzen, möge eine Betrachtung 
Platz nehmen, welche ſich auf die Sätze in den Paragraphen 
205 bis 208 bezieht, und ihren Zuſammenhang aufdeckt. 

Man denke ein Dreieck ABC, die Seiten deſſelben un- 
endlich. Auf der Linie AB werde ein Punkt X beliebig an— 
genommen, auf BC ein Punkt Y, auf A0 ein Punkt 2. Fer⸗ 
ner werde zu den Punkten A, B und X der vierte harmo— 
niſche Punkt X' gedacht, zu B, C und Y der vierte harmo⸗ 
niſche Y’, zu A, C, Z der vierte harmoniſche 2“. Man hat 
alsdann die Gleichungen 

1) AX:BX = AX: BX 
2):BYSCT = BT ;CH 
3) CZ: AZ = CZ’: AZ. 
und ihr Product liefert 
AN. BI. CZ: BX. CY. AZ = AX! B'. CZ!: BX! CI“. AZ. 
Wird vorausgeſetzt, es ſei 
4) AX-BY-CZ = B- CX AZ 
ſo iſt auch 
5) AX. BY. CZ. BN CW · AZ 
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Aus 1) folgt 
AX: AX = BX: BX 
hierdurch dividire man die Gleichung 4), und es entſteht 
6) AX'-BY-CZ = BX. CI. AZ 
Vermittelſt 2) und 3) folgt in gleicher Weiſe 
7) AX. BY. CZ = BX-CY'-AZ 
8) AX- BI. CZ. = BX-CY- AZ. 
Und ähnlich ergiebt ſich aus 5) 
9) AX. BI“. CZ. BX. CI · AZ. 
10) AX. BY · CZ. = BX'-CY- AZ 
11) AX. BY. CZ = BX. CI“. AZ 

Setzen wir alſo die Gleichung Y voraus, fo treten die 
Gleichungen 5) bis 11) ein. ; 

In Bezug auf die Lage der Punkte X, I, Z find nach⸗ 
ſtehende Fälle zu unterſcheiden. 

a) die Punkte X, I, Z befinden ſich auf den Seiten 
des Dreiecks ſelbſt, und dann liegen die zugeordneten Punkte 

X', V“, 2“ auf den Verlängerungen. 
6) es befinden ſich zwei der Punkte etwa X und Y auf 
den Seiten, der dritte Z auf der Verlängerung, und dann 
X, V auf den Verlängerungen, 2“ auf der Seite. 

y) es liegt ein Punkt X auf der Seite, die beiden Y 
und Z befinden ſich auf den Verlängerungen, und dann liegt 
X' auf der Verlängerung, und es befinden ſich ' und 2“ auf 
den Seiten. 

o) es befinden ſich die drei Punkte X, X, Z auf den Ver⸗ 
längerungen, alſo die zugeordneten X', I', 2“ auf den Seiten. 

Aus jeder Ecke des Dreiecks denke man die harmoniſchen 
Strahlen nach den harmoniſchen Punkten auf der ihr gegen- 
überſtehenden Seite. Zwei Strahlen aus jeder Ecke fallen 
mit Dreiecksſeiten zuſammen, und es entſtehen ſechs neue 
Linien, nämlich AY, A', BZ, BZ’, CX und (X. 

Die Strahlen nach den Punkten X, X, Z können nur 
in den Fällen ) und 7) ſich in einem Punkt ſchneiden, und 
die Punkte ſelbſt können nur in den Fällen 5) und o) in 
gerader Linie ſich befinden. 

Nach dieſen Erörterungen und nach den Paragraphen 
206 und 208 geben ſich folgende Geſetze zu erkeunen: 

Schneiden ſich die Strahlen nach den Punkten X, I, 2 

in einem Punkt, fo liegen die zugeordneten Punkte X', V', 2“ 

in gerader Linie; es befinden ſich ferner je zwei der Punkte 
| 22 * 
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X, Y, Z und der zugeordnete des dritten in gerader Linie, 
und die Strahlen nach je einem der Punkte X, 1, Z und 
nach den zugeordneten der beiden übrigen ſchneiden ſich in 
einem Punkt. 

Befinden ſich die Punkte X, I, 2 in gerader Linie, fo 
ſchneiden ſich die Strahlen nach den zugeordneten Punkten 
X, V, 2 in einem Punkt; es ſchneiden ſich ferner die Strah⸗ 
len zu je zweien der Punkte X, I, 2 und dem zugeordueten 
des dritten in einem Punkt, und jeder der Punkte X, I, Z 
liegt mit den zugeordneten Punkten der beiden übrigen in 
gerader Linie. 

Die Strahlen CX, A, BZ mögen ſich in einem Punkt 
ſchneiden, und er ſei durch N bezeichnet. Dann ſchneiden ſich 
die Strahlen CX, AY’, BZ’, die Strahlen COX’, AI, BZ’ und 
die CX, AI“, BZ gleichfalls in einem Punkt, und die Punkte 
ſeien beziehlich K, P, O. Die Punkte N und P befinden ſich 
auf demſelben Strahl AY, alſo in gerader Linie mit A, eben 
fo N und O in gerader Linie mit B, N und R in gerader 
Linie mit C; ferner liegen O und R mit A in gerader Linie, 
R und P mit B, P und Q mit C. Die Strahlen der Punkte 
X, J“, 2 bilden alfo ein Dreieck POR, auf deſſen Seiten die 
Punkte A, B, C ſich vorfinden, und die Strahlen CX, AV, 
BZ gehen durch die Ecken des Dreiecks POR und ſchneiden 
ſich in einem Punkt N; auf den Seiten des Dreiecks erſchei⸗ 
nen alſo harmoniſche Punkte, und die zugeordneten zu A, B, 
C ſind J, 2“, X.. 

Wenn die Strahlen CX, AY, BZ die Winkel des Dreiecks 
ABC halbiren, jo find dieſelben Strahlen die Höhen des 
Dreiecks POR. Und wenn man in einem Dreieck die Fuß⸗ 
punkte der Höhen durch gerade Linien verbindet, ſo geht ein 
Dreieck hervor, in welchem jene Höhen als Halbirungslinien 
der Winkel auftreten. f 
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